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Capitolo 1

Introduzione all’Algebra
Computazionale

Gli algoritmi che verranno trattati si divideranno in due classi. Vedremo infat-
ti gli algoritmi classici, come per esempio 'algoritmo di divisione su un anello
euclideo. Tali algoritmi sono caratterizzati dalla proprieta di risolvere il pro-
blema in maniera diretta, lavorando sugli oggetti forniti in input. Gli algoritmi
moderni risolvono invece il problema in ambiti diversi da quelli naturali e ritra-
sportano indietro la soluzione. Un esempio ¢ fornito dal caso di Z e dei quozienti
IF),; spesso ¢ pill agevole lavorare su questi quozienti e ricostruire la soluzione in

Z.

1.1 Operazioni elementari e rappresentazioni

Lavoreremo principalmente con polinomi e con i cosiddetti “oggetti effettivi”:

Definizione 1.1. Un anello effettivo ¢ un insieme in cui ogni elemento puod
essere descritto da una sequenza finita di simboli appartenenti ad un alfabeto
finito, e in cui sia possibile definire la somma e il prodotto, e decidere se due
elementi sono uguali

In base a questa definizione, R non & per esempio effettivo, poiché il numero
di sequenze finite in un alfabeto finito sono numerabili, mentre i numeri reali
sono pitl che numerabili. Gli oggetti che tratteremo saranno per lo piu anelli di
polinomi su un anello effettivo e I’anello Z. Vediamo quindi come rappresentare
un polinomio o un intero. Un polinomio

n
p(z) = Z a;x’
i=1

lo rappresenteremo solitamente come un array (ag,...,a,). Per esempio, il
polinomio 2% + x + 2 é rappresentato dalla tripla (2, 1,1). Tale rappresentazione
non € sempre ottimale; se infatti il polinomio fosse di grado alto con molti
coefficienti nulli (“sparso”), si occuperebbe molta memoria per salvare in realta

poche informazioni. Si puo allora adottare una rappresentazione sparsa:
((ai, di))

3
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dove a; ¢é il coefficiente dell’i-esimo termine non nullo e d; é il grado. Per esempio,
con questa rappresentazione %9 — x + 1 sarebbe ((1,1000), (-1, 1), (1,0)), pii
maneggevole di un array con 1001 elementi.

La rappresentazione degli interi € in pratica equivalente a quella dei polinomi.
Poiché infatti 'implementazione data nei principali linguaggi non permette di
lavorare con numeri troppo grandi, si preferisce scegliere B una base adeguata
e rappresentare un intero come un array

=Y bB x=(by,...,by)
i=1

Vediamo ora come effettuare le operazioni piu semplici su questi anelli:
consideriamo dapprima il caso dei polinomi. Consieriamo

Supponiamo per semplicita n > m Sappiamo che la somma ¢é data da

n

c(x) = a(z) + b(x) = Y _(a; + b))z’

=0

e dunque per calcolare la somma ¢é sufficiente calcolare la somma di n elementi.
Dunque la complessita dell’addizione &

A(m,n) = O(n)

Per quanto riguarda la moltiplicazione, sappiamo che i coefficienti del prodotto
c(x) = a(x) - b(x) sono dati da

k
cr = E aibr—;
i=0

e dunque per il k-esimo termine dobbiamo calcolare k prodotti e k somme. Sia
ha allora che la complessita della moltiplicazione &

M(m,n) = O(mn)

Vediamo ora la divisione. Vogliamo cioé trovare ¢(x),r(z) tali che a(x) =
q(z)b(x) + r(z) in modo tale che r = 0 o deg(r) < deg(b). Ad ogni passo,
dobbiamo moltiplicare b(z) per a;/b,, e per un’opportuna potenza di x e poi
sottrarre il risultato ad a;(z), dove a; ¢ il polinomio ottenuto in output dall’s —1-
esimo passo. Dunque, visto che il numero di iterazioni é al pit m — n + 1, si
ottiene

D(n,m) = O(n(n —m))

Su Z, quanto detto fino ad ora é facilmente generalizzabile. L’unico problema
¢ la gestione del riporto: bisogna cioé mantenere la rappresentazione in base
B. Questo puo essere fatto facilmente durante I’esecuzione dell’algoritmo, senza
rendere pill onerosi i procedimenti descritti.

Vediamo ora il calcolo del massimo comune divisore (ged) su Z. Sappiamo
che il calcolo di ged(a,b) pud essere svolto notando che, da una relazione a =



CAPITOLO 1. INTRODUZIONE ALL’ALGEBRA COMPUTAZIONALE 5

bg +r si ha ged(a,b) = ged(b,r). 11 ged si calcola quindi dall’algoritmo euclideo.
Indicizzando sy = a, s; = b, si ha la relazione s, = ¢;s; + s;4+1. L’algoritmo
termina quando il resto é 0, cioé s; = 0. La terminazione viene garantita dalla
funzione grado che decresce ad ogni iterazione: a priori sono allora necessari a+b
passi per la terminazione. Un’analisi pit attenta fornisce il seguente risultato,
che puo essere generalizzato anche al caso di polinomi:

Proposizione 1.2. Sia N > a > b > 0. Allora 'algoritmo euclideo per il
calcolo di ged(a, b) termina in O(log N) iterazioni.

Dimostrazione. Dall’iterazione generica, otteniamo
Si—1 = 8iqi + Siv1 > sit1(1+q:)

Chiamando d il numero di iterazioni (ossia s4+1 = 0 e sq4 > 0), poniamo che
d>1eched—1<2k <d. Avremo

k
a = Sy > 82(1 + ql) > 84(1 + (J3)(1 + ql) > > Sop H(l + QQifl)
i=1
Dato che g;,s; > 1 per ogni i < d, otteniamo
i d—1
N2a>32kH(1+Q2i—l) >2F>2"% = d<2log, N+1=0(logN)
i=1

O

Considerando a, b vicini a N, e ricordandoci che la complessita di una divi-
sione ¢ O(log(a)(log(a) —log(b))), otteniamo che la complessita totale di un ged
tra interi ¢ O((log N)3).

Esercizio. Per i polinomi a coefficienti razionali, il ged fatto con il metodo di
Euclide ha una complessita di O(N?), dove N ¢ il massimo tra i gradi dei due
polinomi

L’algoritmo euclideo non solo determina il gcd ma pud anche fornire i coef-
ficienti dell’identita di Bezout. Dati a,b € Z, detto d = ged(a,b), esistono
s,t € Z tali che as+ bt = d. Per trovarli, ¢ sufficiente memorizzare le operazioni
compiute nell’algoritmo. Per esempio:

a b d
1 0 a
0 1 b
1 —q1 ri | a=bq +m

—q | 1+qqa | 72 | b=qori + 12

e cosi via. Il problema di questo algoritmo é che polinomi con coefficienti bassi
possono generare durante l'algoritmo una crescita notevole dei coefficienti e
dunque rallentare il calcolo. Si preferisce allora a questo algoritmo classico un
algoritmo moderno, chiamato Schema per Immagine Omomorfa: si lavora
quindi su anelli quoziente e si riporta poi la soluzione sull’anello di partenza.
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II primo problema che si pone in questo tipo di approccio ¢ la commutativita
del diagramma:

Definizione 1.3. Gli ideali I C A per i quali il diagramma commuta si dicono
lucky o fortunati.

Un altro problema é se il quoziente é di un anello effettivo sia ancora effettivo.
Questo accade se disponiamo di un insieme di rappresentanti. Nel casodi A =7Z
e un ideale I = (m), possiamo scegliere due rappresentazioni:

e La rappresentazione positiva: [0],[1],...,[m —

e La rappresentazione bilanciata: [—% +1],...,[

]
7]
Per m = 5, per esempio, abbiamo le due rappresentazioni

[0]7 [1]’ [2]5 [3}7 [4] [_2}7 [_1]’ [O]v [1}7 [2]

L’idea é quella di lavorare con primi di Z molto grandi in modo che il rappre-
sentante ottenuto come soluzione nel quoziente coincida con la soluzione in A.
Un ideale I che ha questa proprieta viene detto ampio. Si utilizzano solitamente
due tecniche:

e Teorema cinese del resto: si trovani ideali I1,..., I, a due a due comassi-
mali tali che Iy N...,NI, sia ampio

e Dato un ideale I, si ricostruisce la soluzione modulo I™ in modo tale che
I™ sia ampio

Analizziamo la prima soluzione:

Teorema 1.4 (Cinese del Resto). Siano Iy,...,I, € A ideali a due a due

comassimali e siano aq,...,a, € A. Allora esiste a € A tale che a = a; (I;) per
ogni I;. Inoltre, a & unico modulo L N---N 1, = H?:l I;.

Dimostrazione. Per comassimalita, presi comunque 7 # j, esistono elementi tali

che ) .
77? + 77]‘1 =1
~~

<~
€l; €l;
Definiamo allora ‘
Li = H?’];Z)
J#i

Notiamo che L; =0 (I;) e L; = 1 (I;), poiché 775” €lj, e
nel; = L= HUJ@ = H (773@ + m(j)) =1 (mod [;)
J#i J#i
Allora a = Z?:l a; L; & I'elemento cercato. Se esistesse un’altra soluzione b,

allora la differenza a — b starebbe in tutti gli I;, dunque a é I'unica soluzione
modulo Iy N---N1,. O]
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La soluzione fornita nella dimostrazione € di tipo Lagrangiano: richiede cioé
prima il calcolo di ogni L; per poter trovare a. Esiste perd anche un approccio
Newtoniano, ricorsivo, conveniente per quanto riguarda la complessita. Dati
a1, .. .,an, poniamo a) = a;. Supponiamo a(~!) = a;(I;) per ogni j < i e
poniamo l'errore i-esimo e; = a; — a*~Y(I;). Definiamo allora

i—1
a =al=Y 1 ¢ H néi) Vi>1
j=1
——
qi
Avremo che

a® = q(-Y = a; (modlI;) Vj<i a®D =at=Y fe, =q (mod I;)

Ponendo e; = a; e g1 = 1, otteniamo dopo n iterazioni che

n
a=a" =a""tengn=a"" ten 1gn 1 tentn ==Y e
=1

1.2 Interpolazione

Ci poniamo ora il problema, dati o, ..., a, € 51,..., 3, di trovare un polinomio
f tale che f(a;) = B;, cioé

fla1) =5

flaz) = B2

f(an) = ﬁn

Possiamo vedere questo problema anche sui quozienti:

f(x) =61 (z—a1)
f@) =52 (z—a2)

f@)=PBn (z—oan)

In questo modo, il problema diventa facilmente risolubile in base al Teorema
Cinese del Resto. Notiamo che, dato che gli ideali in considerazione sono prin-
cipali, risulta anche molto facile trovare i coefficienti nfj ) della dimostrazione.
Infatti, se ' '

k:g])(m) *(x—a;) + kj(-z)(sc) *(x—aj) =1

valutando in o, otteniamo

kfj)<aj) * (aj — ai) =1 — k‘l(j) = (aj — Ozi)_l kj(l) = _(aj - ai)_l
; T — i T — Q5
aj — Ay — Qy

e dunque possiamo facilmente trovare il polinomio interpolante. Diamo ora lo
pseudocodice dell’algoritmo Newtoniano con complessita O(N?). Supporremo
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quindi di lavorare su un anello euclideo Fz]; cerchiamo f € Flz] tale che
fla;) = B; per ognii=0,...,N.

f(z) = Bo
M(z)=1
for k=1,...,N do
M(z) = M(2) - (2 — a 1)
c= M(ap)™ !
e=(Bk— fla)) - c
f(x) = f(z) + e M(x)
end for
return f(x)

Per questo algoritmo abbiamo pero necessita di saper valutare un polinomio.
Questo puo essere fatto efficientemente con il metodo di Horner. Supponiamo
di voler valutare il polinomio f = > a;x* nel punto «. Otteniamo allora:

V= ap
fori=1,...,ndo
V=0«
V=V Qp_;
end for
return v

La valutazione richiede quindi O(n) addizioni e O(n) moltiplicazioni. Va-
lutare un polinomio in N punti costa quindi N2 + O(n). In realta, in caso di
particolari simmetrie dei punti in cui si vuole valutare il polinomio si puo far
meglio:

Definizione 1.5. Un insieme E di cardinalitd NV si dice simmetrico se
a€ Ey=—-a€EyN

Proposizione 1.6. Se Ey ¢ simmetrico e N = 2n, per valutare un polinomio
2
f(z) di grado 2n servono NT + O(n) operazioni.

Dimostrazione. E sufficiente notare che possiamo spezzare il polinomio

2n n n—1
_ i 2i 2
flx) = g a; ' = E asix™ +x g (2417

b(x2) c(z?)

Per valutare f é allora sufficiente calcolare i polinomi di grado rispettivamente

n en —1in o?; il numero di operazioni ¢ cosi dell’ordine 2 - (NTZ) + O(n)) O

Ma si pud essere ancora pitl furbi. Supponiamo che nel campo vi siano delle
radici dell’unita. Data w una radice primitiva N-esima dell’unita, consideriamo
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[w] = {1,w,...,wN"1} con N pari. Sappiamo che valgono le seguenti proprieta:

2

w? & una radice 5 = n-esima primitiva dell’unita Wkt k

= —w
Possiamo allora valutare ricorsivamente un polinomio di grado N —1=2" — 1
nelle radici N-esime dell’unita con la cosiddetta F'F'T. L’algoritmo prende in
input il numero dei coefficienti N del polinomio (grado piu uno), il vettore
dei coefficienti del polinomio a = " a;z° e una radice N-esima dell’'unita e
restituisce un vettore R = (rg,...,7n_1) tale che r; = a(w?).

FFT(N, (a(), ey (LNfl),W)

if N =1 then
To = aop
else
0= 3
b= (ag,as,...,a2,_2)
c=(a,as,...,a9,-1)

B =FFT(n,b,w?)
C =FFT(n,c,w?)
for k=0,....,n—1do
rr = By + w’“C’k
Tk4n = Bk - wka
end for
end if
return (ro,...,TN—1)

L’algoritmo termina sicuramente, perché il grado dei polinomi nella chiamata
ricorsiva diminuisce ad ogni passo. Dimostriamo la correttezza per induzione
sul grado del polinomio. Se N = 1, deg(a) = 0 e dunque @& il caso base della
ricorsione, cioé r = (ag). Mostriamo ora il passo induttivo. Chiaramente

a(z) = b(z?) + zc(x?)

Poiché By = b(w?*) e Cp = c(w?) si ha, se k < n, r, = B, +wFC), =
b(w?k) + wFe(w?*) = a(w”). La verifica per il caso k > n & analoga, da cui la
correttezza.

Soffermiamoci ora ad esaminare il costo computazionale dell’algoritmo. Ad
ogni passaggio le uniche moltiplicazioni che operiamo sono w®  Cy,, poiché sup-
poniamo di avere i valori delle radici dell’unita a disposizione. Dunque operiamo

% moltiplicazioni, portandoci alla relazione

M(N) =2M (J;[) + %

=(o(1)+3)13

=2"M(1) + m2"m~!

N
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Definizione 1.7. Siano ay,...,ay_1 € F, definiamo la matrice di Vandermon-
de degli a; come

1 Qap ozév_l
1 o a{vfl
V(Oéomu,CVNq) = .
N—1
1 ay-1 ... ay_;

Proposizione 1.8. Sia a(r) = Zf\;}l a;z' € F[z] e consideriamo il vettore
dei coefficienti di @ @ = (ag,...,any—1) . Siano ag,...,ay_1 € F esia V =
V(ag,-..,an—_1) la rispettiva matrice di Vandermonde. Allora

Va=b < b, =alw;)
Dimostrazione. Basta svolgere il prodotto. O

Tale proposizione lega il problema dell’interpolazione a quello della valuta-
zione. In realta, permette anche di trovare l'inversa di una matrice di Van-
dermonde in O(N 2)E|, risultato notevole dato che una generica matrice richiede
O(N?3) operazioni. Se inoltre la matrice di Vandermonde ¢ costruita sulle radici
primitive dell’'unita, sappiamo a priori la forma della sua inversa:

Proposizione 1.9. Se V ¢ la matrice di Vandermonde definita da
V=V(1,ww’. . . "

con w radice n-esima primitiva dell’unita, in un campo in cui n # 0, allora

Vvl= 1 \% (1,w_1,w_2 . ,w_("_l))
n

Iperché? Per trovare la controimmagine di un elemento della base canonica richiede
I’interpolazione su N punti, che va in N2, dunque in tutto N3..



Capitolo 2

GCD e Fattorizzazione

2.1 Calcolo del GCD di due polinomi: un algo-
ritmo moderno

Siano f,g € Q[z]. Vogliamo trovare un algoritmo che permetta il calcolo del
ged diverso dall’algoritmo euclideo, per evitare la crescita dei coefficienti che
intervengono nell’esecuzione. Lavorare su Q risulta particolarmente oneroso: i
razionali sono infatti implementati come una coppia di interi e sono quindi poco
maneggevoli. D’altronde, per il lemma di Gauss possiamo ridurci a lavorare
su Z a meno di moltiplicare per i denominatori. Chiaramente, il primo passo
& a questo punto rendere il polinomio primitivo: vogliamo cioé ridurci a due
polinomi f,g € Z[z] primitivi. Ancora una volta, I'idea & quella di lavorare su
quozienti per primi di Z
Tp: Lx] — Z/pZ

Chiamiamo d = (f,g), dp = mp(d), fp = 7(f), gp = 7(g) e sia D = (fp,9p)-
Bisogna trovare un insieme ampio di primi in modo tale da ottenere la soluzione

nei quozienti e sollevarla a Z[z]. Per questo, il primo problema & evitare di
scegliere dei primi che dividono il coefficiente direttore di d.

Proposizione 2.1. Sia p € Z un primo e supponiamo p { le(d). Allora
deg(d,) = degd < deg(D).

Dimostrazione. Per definizione di gcd, abbiamo

f=df 9=dg (f.9)=1
Di conseguenza, nel quoziente, f, = dpf, € g, = dpg, ¢ dunque d,, | (f,9,) =
D = deg(dy) = deg(d) < deg(D) O

Notiamo che in generale non vale I'uguaglianza di grado: per esempio, sia
f=(x+1)(z+4) esia g = (r+1)%. SuFs, si haallora (f,g) = (x+1)? mentre
suZsiha (f,g) = (z+1).

Sappiamo di certo pero che il grado del ged nel quoziente non pud diminuire
scegliendo p t le(d). Ricordiamo dunque alcune proprieta del risultante:

f[,9€Z = Ris(f,g)€Z  (f,9)#1 = Ris(f,g) =0

Queste portano al seguente risultato.

11
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Proposizione 2.2. Sia p € Z un primo tale che p { u = ged(lc(f),lc(g)),
p1Ris(f,9), ptlc(f) e pfle(g). Allora dy, é associato a D.

Dimostrazione. Sicuramente, lc(d)|u, dunque p { lc(d), e per quanto visto sopra,
dy|D = (fp, gp), quindi basta mostrare che hanno lo stesso grado. Se per assurdo

(fps gp) # 1, allora avremo che
0 = Ris(f,. gp) = Ris(f, ),

ma questo & assurdo in quanto p { Ris(f, g). Allora, (fp,g,,) = 1 da cui la
tesi. O

Questo ci dice che, a meno di finiti primi, possiamo operare I’algoritmo di gcd
su F, e ottenere un associato di d con il suo stesso grado. Inoltre, se d = (f, g),
allora lc(d)|u, e chiamato dj il coefficiente direttore di d, avremo cd, = wu.
Ponendo di aver preso un primo abbastanza grande, e chiamando d, = (fp, gp)
il gcd monico, avremo che, ponendo il tutto in notazione bilanciata,

ud, = cdid, = cd

Dato che prendiamo f e g primitivi, anche d lo sara, dunque prendendo la parte
principale di ud, otteniamo proprio d.

Diamo ora lo pseudocodice dell’algoritmo. Supponiamo di avere in input f,g €
Z|x] primitivi; restituiremo in output ged (f, g) € Z[z]. Supponiamo inoltre di
sapere u e un bound B sui coefficienti del ged.

Scegliere p; € Z tale che p1 tu
dy = (fpl ) gpl) € Fpl [1‘] monico
if degd; = 0 then
(f7 g) =1
else
dy = ud, € Fp, [z] in notazione bilanciata
Scegliere po € Z primo tale che ps f u
dg = (fp2>gp2) € FP2 monico
if degdy > degd; then
Scegliere un altro primo ps
else
if degdy < degd; then
Scegliere un altro primo p;
else
dy = udy € F,,, in notazione bilanciata
dy = CRA(dy,ds, p1,p2) in notazione bilanciata
P1 = p1p2
di2 = 5 € Z[a]
if p; > 2B and di2|f and d3]g then return d;
else
Scegli py e itera
end if
end if
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end if
end if

Cerchiamo ora un bound adatto. Definiamo la norma di un polinomio come

n
E a;x’
i=0

n
D laif
i=0

Diamo qualche risultato preliminare:
Lemma 2.3. Sia q(z) = Y -, cx2" € C[z] e sia a € C. Allora
[(z + a)g(x)]| = [[(az + 1)g(x)]]

Dimostrazione. Svolgiamo il prodotto al primo membro, ponendo ¢_; = 0:

(z + a)q(r) = zq(x) + aq(z)

= g ckxk+1+ E ack:rk

=™t 4 Z(ck + o)zttt
Calcoliamo ora la norma:
(@ + @)q(@)[|* = cmem + Y _(cx + acki1)(@ + aCri1)
= llgll* +laf* lg]* + > ackers1 + acyi1c
Calcoliamo ora il prodotto al secondo membro:

(az +1)q(z) = azq(z) + q()

= g &ckxk+1+ g ck:vk

= acp,r™t 4+ g (@ck—1 + ck)zk
La norma ¢ quindi

(@2 + Da(@)|* = aPemen + Y _(ack-1 +cx) (a1 + o)
= llgl* + o llgll* + chkékﬂ + ack41C
da cui 'uguaglianza cercata. O

Proposizione 2.4 (Disuguaglianza di Landau). Sia p = Z?:o a;zt € Clz] e
siano aq ..., aq radici di p. Sia

d
M(p) = |ad] Hmax(l, |ai])

Allora M (p) < ||p||
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Dimostrazione. Siano aq, ..., aq le radici di p e supponiamo che a7, . . ., a siano
le radici di p tali che |o;| > 1. Consideriamo allora

k d
R(z) = aq <H(5zi:17 + 1)) ( H (z— az)> = bdxd + -+ b

i=1 i=k+1
Per il lemma, si ha che ||p|| = ||R||. D’altronde, |R|*> = Zle |b:]2 > |bal?.
Poiché per costruzione by = aq Hle a@;, si ha
2 2 2 2
Ipl” = IRII" = [ba]” = M(p)
da cui la tesi. O]

Siamo ora pronti a dimostrare la proposizione che ci fornira il bound sui
coefficienti del ged di due polinomi.

Teorema 2.5. Sia p(z) = Y. a;z’ e sia g(z) = > .-, b;z’. Supponiamo che
q(z) | p(z). Allora

an m
S Jbr] < Ll

|an|

Dimostrazione. Siano «q,...,ay, le radici di ¢(z). Sappiamo allora che ogni
coefficiente di ¢ ¢ una funzione simmetrica delle radici

m
=10 S T el < (77100
Di conseguenza,
Z |bi| < 2™ M (q)
i=0

Poiche per ipotesi ¢ | p, si ha la disuguaglianza

bm
M) < b (2.1
In conclusione,
> Il <2 M(q)
i=0
b :
< 2muM(p) Per 'equazione [21]
|ay|
bm . . :
< 2m||| [I2ll per la disuguaglianza di Landau
a’n,
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2.2 Un algoritmo euristico per il calcolo del GCD

Tllustriamo ora un algoritmo euristico per il calcolo del ged; 'idea dell’algoritmo
¢ quella di portare il problema su Z e ricostruire la soluzione in Z[z]. Siano
dunque f, g € Z[z] e sia n € N. Consideriamo 1’omomorfismo

on: L] — Z
f) — f(n)

esia d = (f(n),9(n)). Sia ora d(z) un polinomio di Z tale che ¢, (d) = d; questa
¢ la nostra candidata soluzione. Chiaramente esiste un modo privilegiato per
scegliere d(z); 6 ammette infatti una scrittura in base n

k

d=co+cn+...ckn c<n VYi=0,...,k

e dunque scegliamo d(z) = Y ¢;2'. Affinché sia possibile sperare che d(x) =
(f, g), necessariamente 1 deve essere abbastanza grande in maniera che |¢;| <
n/2. 1l primo problema ¢ capire se d | (f,g). Ma anche se si verificasse questo,
ci sarebbero ancora problemi; per esempio:
Esempio. Sia f(z) = (z4+1)(z—1)(z—9) esia g(x) = (z+1)(x—9). Consideriamo
n = 10. Allora f(10) = 99 e g(10) = 11; di conseguenza § = 11 =1-10° + 1 -
10'. L’algoritmo, per come lo abbiamo esposto fino ad ora, restituisce quindi il
polinomio d(z) = (x + 1) mentre (f,g) = (z + 1)(x —9).

Cerchiamo di capire quali accorgimenti prendere in maniera tale che I’algo-

ritmo abbia speranza di restituire una soluzione. Detto G = (f, g), si ha allora
che ¢, (G) | 9.

Proposizione 2.6 (Disuguaglianza di Cauchy). Sia p(z) = Y a;2' € C[z] e sia
« € C una radice di p. Allora

o] <1+ max |a;]|
|an|

Dimostrazione. Consideriamo la matrice compagna del polinomio:

00 .0 -m
X o
1 i

1 __Gn-1

an

Per il primo teorema di Gershgoring, ogni radice del polinomio ha norma minore
della norma infinito della matrice, e quindi
max |a;
o] <1+ |ai]
|an|

Se ag # 0 la matrice é irriducibile, dunque per il terzo teorema di Gershgoring,
l'uguaglianza non puo valere. Se ag = 0 si ripete il tutto con p(z)/x e si ottiene
comunque la tesi.

Definiamo la norma infinito di un polinomio come il coefficiente di valore
assoluto maggiore.
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Proposizione 2.7. Siano f, g € Z[z] e sia N € Z tale che

413 24 { Ul )

|an| ’ |bm|

Sia 6 = (f(N),g(N)) e sia d(z) un polinomio per cui d(N)=ded| f A d|g.
Allora d = (f, g).

Dimostrazione. Sia G = (f,g). Per ipotesi, d | G e dunque G = d(z)h(x).
Valutando in N, G(N) = d(N)h(N). Poiche

G(N) | f(N) G(N) [ g(N)

per definizione di ged si ha che G(N) | d(N), dunque G(N) = G(N)g(N)h(N).
Di conseguenza, ¢(N)h(N) € Z* e quindi h(N) € Z*.

Mostriamo ora che allora anche h(z) € Z[z]*. Supponiamo per assurdo che
h non sia invertibile: A é allora un polinomio di grado positivo

k
h(z) = CH(I — ;)

i=1

La valutazione di h in N h(N) = ¢[[(IV — «;) e poicheé questo ¢ invertibile, il
suo modulo deve essere uguale a 1. In particolare, deve esistere una «; tale che
[N — a| < 1. Abbiamo perd che « é una radice sia di f che di g, dunque

N ~a] > |N| - o]
> 2 min { Ul ]

|an| ’ b

> 1 Per la disuguaglianza di Cauchy

Abbiamo quindi ottenuto un assurdo, poiché 1 < |[N — a| <1 e quindi h & una
costante invertibile e d = G, come voluto. O

Questa proposizione conforta rispetto alla possibilita che ’algoritmo possa
restituire in output il ged di f e g. Rimangono ancora alcuni problemi:
Esempio. Sia f =xz(x —1)(x —2) e g = (z + 1)(z + 2)(x + 3). Allora, indipen-
dentemente dalla scelta di 7, le valutazioni di f, g avranno sempre un fattore 2
in comune. Infatti, tre numeri consecutivi sono sempre divisibili per 2.

Per ovviare al problema dell’esempio, si considerano in input polinomi pri-
mitivi: in questo modo il ged dovra essere primitivo (per il lemma di Gauss) e
dunque, detto c il contenuto di d, bastera considerare in output d’(x) = d/c. In
questo modo cambia ’enunciato della proposizione precedente:

Proposizione 2.8. Siano f, g € Z[z] polinomi primitivi e sia N € Z tale che

1> 2 2min { UL Ll )
- |an| ’ brm|

Sia § = (f(N),g(N)) e sia d(x) il risultato dato dall’algoritmo euristico. Sup-
poniamo che d' | f A d' | g. Allorad = (f,g).
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2.3 Fattorizzazione Squarefree

Iniziamo ora a elaborare un algoritmo per la fattorizzazione dei polinomi in un
anello euclideo Klz]. Sappiamo che K[z] & un UFD, dunque dato f € Zlx]
possiamo scrivere

= e
dove ogni f; ¢ irriducibile e (f;, f;) = 1 se ¢ # j. Chiamiamo P; il prodotto
dei fattori irriducibili f; per i quali o; = ¢. Possiamo allora scrivere f =

PP} ... P?. Chiaramente (P;, P;) = 1 se i # j. Supponiamo ora che char K =

0. Deriviamo f:
poy e T
i=1 j=1
J#i
Calcoliamo (f, f'). Se infatti fosse (f, f') = PoP%... P$~! avremmo ottenuto
f/(f, ") = PiPy...Ps e dunque la decomposizione squarefree del polinomio.

(faf,) :<P1P22P:’ZZPL,PZZ_1HPJJ>

ji
=p,pP?... P! <P1P2 . ..PS,ZiP;HPj>
J#i
=P,P?... P71 H (Pk, > ip] HPj>
k=1 i i#j
=P,P?... P! H (Pk, kP T Pj>
k=1 J#k

S
=PP;.. P ] (Pk, kP,Q)
k=1
:P2P32 o Pssfl I polinorzzdiiizr;zizziibeili 'Z(;ZB hanno
Possiamo allora fornire ’algoritmo nel caso di un campo a caratteristica 0.

In input supponiamo di avere un polinomio f € Klz]. In output forniamo la
lista Ris = [(P;,)] dove P; é un prodotto di irriducibili distinti, (P;, P;) =1 e
F=TIF:

Ris =]
i=1
01:(f7f/)
by =f/a

while b; # 1 do
biy1 = (i, b;)
Cit1 = ¢i/bit1
Ris = [(bi/bi+1, Z), RZS]
i=1+1
end while
return Ris
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Se il campo K ¢é a caratteristica positiva, sorgono perd alcuni problemi.
Puo infatti succedere che la derivata di un polinomio f di grado positivo sia
costantemente nulla; un esempio é il polinomio f = 2 — 1 su F,. Notiamo
che se cio accade, ogni monomio di f deve avere come esponente un multiplo
di p. Supponiamo che il campo considerato sia perfetto, cioé che ogni elemento
ammetta radice p-esima. Allora, ogni coefficiente a; del polinomio ammette
radice p-esima b; e dunque

flo) =) aa = <Z bixji>p = g(z)P

Nel caso di un campo a caratteristica positiva, dunque, € necessario modificare
lalgoritmo. Se f = P;...P:Q, con Q' = 0, allora Ris sard comunque l’array
dei P;, ma a differenza di prima, ¢; non si riduce a 1, bensi resta pari a Q.
Si trova dunque @; tale che Q) = @ e si ripete I’algoritmo, ottenendo Q; =
RiR2...R!Q, con Q) = 0. Si va avanti finché ¢; non sia 1, e algoritmo termina

in quanto il grado dei ¢; diminuisce sempre. Si restituisce quindi

f(xz) =P P?...P3(RPRP ... RV'(...))

2.4 Fattorizzazione di polinomi su campi finiti

Occupiamoci ora della fattorizzazione di polinomi a coefficienti in F,. Questo
é il passo fondamentale verso la fattorizzazione di polinomi a coefficienti interi:
in quel caso ci ridurremo come sempre a lavorare modulo un opportuno primo e
cercheremo di ricavare la fattorizzazione in Z[z] a partire da quella ottenuta nel
quoziente. Sia allora f € F,[z] un polinomio; possiamo chiaramente supporlo
monico a meno di invertire il coefficiente di testa. In pit, per 'algoritmo di
fattorizzazione squarefree, possiamo anche supporlo squarefree. Sia n il grado
di f. Chiaramente, f si scompone come prodotto di irriducibili

k
F=11I+
=1

dove (f;, f;) = 1. Per il teorema cinese del resto, vale allora

k

Sl ~ 15

i=1

e dunque il quoziente & un prodotto di campi finiti. Dato g € Fp[z]/(f),
possiamo allora vederlo come un elemento del prodotto

k

9= (o0 € [Ty

i=1

Supponiamo che g1 = 0 e che g; # 0 per ogni indice ¢ > 2. Allora (g, f) = f1;
possiamo cosi dividere f per fi e iterare. L’idea dell’algoritmo é quella di trovare
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degli opportuni g; in modo tale che (g;, f) = f;. Il problema rimane chiaramente
come trovare tali g;.
Sui campi finiti sappiamo essere ben definito 'omomorfismo di Frobenius

Yp: IF;} — F;

r +— P

Nel nostro caso, 'omomorfismo di Frobenius risulta essere una applicazione
lineare tra IFp,-spazi vettoriali:

o Dl — Bl

Notiamo che se a € F,,, allora ¢,(a) = a? = a, ma per calcolare esattamente il
fissato di ¢,, dobbiamo notare che

k

o= o [T

i=1
ep(9) =9 <= (915, 00) = (915, 00) < 9] =g Vi
Ma in Fpn ~ Fyla] (i) Fix(¢,) = F,, poiché gli unici elementi che soddisfano

aP — x sono esattamente F),. Dunque Fix(p,) = IF’;,, poiché ne prendiamo una
copia da ogni componente. Di conseguenza, abbiamo trovato un modo per
trovare il numero di fattori irriducibili di f: & sufficiente calcolare la dimensione
del nucleo dell’omomorfismo ¢, —Id. Per questo, ¢ sufficiente scrivere la matrice
che rappresenta I’omomorfismo nella base 1,z,...2" ! e applicare ’algoritmo
di Gauss.

Bisogna ora escogitare un espediente per calcolare effettivamente i fattori
irriducibili. Sia g € Fix(p,). Possiamo vedere allora g come elemento del
prodotto g <> (s1,...,s,) dove ogni s; appartiene a F,. Fissato un indice
i, supponiamo che s; # s; quando ¢ # j. Allora g — s; ha solo la i-esima
componente uguale a 0 e dunque vale

filg—si fitg—si Vj#i

Quindi, (g9 — si,f) = (9 — si, fi) = fi;. Abbiamo cosi trovato un modo per
determinare le componenti irriducibili. Ovviamente non sappiamo se esistano
degli s; unici, ma in ogni caso, questo procedimento permette di fattorizzare
il polinomio, e dato che sappiamo il suo numero di componenti irriducibili,
sappiamo quando fermarci.

Notiamo che 'unico caso in cui questa procedura fallisce & se g ha tutte le
componenti s; uguali, ma questo vorrebbe dire che g € IF),, e pertanto si ovvia
a cio prendendo g fuori da F,,.

Prima di illustrare lo pseudocodice, osserviamo che detta M, la matrice
che che rappresenta I’omomorfismo di Frobenius ¢, necessariamente la prima
colonna di M, — Id é sempre nulla e dunque rk(M, — Id) < n. Dunque, se
il rango é n — 1, il polinomio ¢é irriducibile, ed & inutile continuare con il resto
dell’algoritmo.

Supponiamo quindi di avere in input un polinomio f € Fp[z] monico e
squarefree di grado n. In output, forniremo la lista dei fattori irriducibili di

7.



CAPITOLO 2. GCD E FATTORIZZAZIONE 20

Inizializzare la lista dei fattori irriducibili Irr =[]
Costruire la matrice M,
Calcolare r = rk(M, — Id)
if » =n — 1 then return [f]
else
Calcolare una base di Fix(y,) {v1i =1,..., v}
Scegliere v € Fix(p,) — F,
for s=0,...,p—1do
9= (f7 V= 5)
if (£ 1) A (f # g) then
Irr =g, Irr]
o
end if
end for
end if
if #Irr = k then
return Irr
else
Ripeti I'algoritmo su ogni fattore
end if

Poniamo che p sia un primo dispari, e consideriamo un elemento g nel fissato
di ¢,. Avremo che g — g =0 (mod f), ma allora

p—1 p—1
[l —g=9(gz —1)(g= +1)

ossia ogni componente irriducibile di f divide esattamente uno dei tre fattori, e

sappiamo anche dire quale: se g = (g1,. .., gx), allora
g seg;i =0
_ p—1
fi divide ngl -1 se g:"' —1=0

p—1 p=1
g2z +1 seg;? +1=0

In particolare, questo divide anche le classi di resto modulo p tra i residui qua-
dratici e i non residui quadratici, ossia esattamente a meta se non consideriamo
lo 0. Cio vuol dire che possiamo provare a calcolare il ged tra f e i tre fattori
sopra per vedere se si scompone.

Se infatti poniamo f non irriducibile, e proviamo a fare h = (f, gpz;1 —1),la
probabilita che vada male é quando h = f o 1. Ma questo succede solo quando
tutti i g; sono residui quadratici, o quando non lo sono, dunque la probabilita

che h# fole
k k
po1_(P=1) _(prl) .4
2p 2p 9

Se proviamo a fare il ged con tutti e tre i fattori, ci va male solo se tutti i g;
sono residui quadratici, non residui quadratici, o tutti zeri. La probabilita che

ci vada bene sale a
k k
P=1-2 p—1y (1 > 2
2p p 3
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e provando con piu g € molto probabile riuscire a fattorizzare f.

Commenti Il calcolo della matrice M, costa O(pn?) operazioni. Infatti,
se f=a"+ > a;z%, si ha la relazione

2" = —ap_12" 4 +ag

Supponiamo di aver calcolato z° = b, 12" "1 + -+ 4+ by modulo (f). Allora
2 = b1 (—an_12" T+ Fag) + oz 4+ bo

e poiché dobbiamo ripetere questa operazione per np volte, il costo totale &
O(pn?). 11 calcolo del rango, con Gauss, & dell’ordine di O(n?): il calcolo di
tutti i massimi comuni divisori & dell’ordine di O(pkn?). Di conseguenza, la
complessita dell’algoritmo ¢ O(n® + pkn?). Poiché di solito il primo scelto &
molto maggiore di n, il secondo termine domina e dunque la complessita é
maggiore di O(n?).

Fattorizzazione in Gradi Distinti Mostriamo ora un altro algoritmo per
la fattorizzazione in F,[z], basato sui seguenti due lemmi di carattere teorico:
Proposizione 2.9. Sia ¢(z) € Fp[z] un polinomio irriducibile di grado d. Allora
q(z) | ' — g

Dimostrazione. Sappiamo che Fp[x]/( q) = F,a. Dato che per ogni elemento

d . . o . . .
a € F,a vale a? = a, e che in particolare le radici di ¢ sono contenute in questo

campo, 2 — =0 (mod q), cioé q | o O

Proposizione 2.10. Sia n € N e siano {f; | ¢ € I'} tutti i polinomi irriducibili
in Fp[z] di grado un divisore di n. Allora

- = H fi
iel
Dimostrazione. Mostriamo prima che se ¢ ¢ un polinomio irriducibile di grado
ded|n,allora q | xP" —z. Sappiamo che Fp m/(q) ¢ un campo con p? elementi.

Ogni radice di ¢ soddisfa quindi o' = a. Poiché d | n, abbiamo n = dk.
Dunque a?” = o™ = a. Dunque « ¢ radice di 2" — z e dunque ¢ | " — .

Supponiamo ora che ¢ sia un polinomio irriducibile di grado d e che ¢ | P —x
e mostriamo che d | n. Sia a un elemento di Fy» che ¢ anche una radice di ¢. E
ben definito I’omomorfismo

p: Fplz] — TFpn
fo—= e

Chiaramente, g ¢ contenuto in Ker(y); per massimalita dell’ideale (¢), abbiamo

una mappa iniettiva

95: Fp[l'

] n
g — B
f — f(e)
e dunque in Fpq si immerge Fy». Per il teorema sul grado delle sottoestensioni,
necessariamente d | n. O
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Illustriamo ora lo pseudocodice di un algoritmo di fattorizzazione non in
fattori irriducibili, ma in polinomi le cui componenti irriducibili abbiano lo stes-
so grado; supponiamo di avere in input un polinomio f(z) € F,[z] monico e
squarefree di grado n.

<

(2) = f(2)

(z) ==

=0

while (d < %) A (v #1) do
d=d+1

w(z) = w(z)? mod v

9a = (w(z) — z,0(z))

if g4 # 1 then

v

g

V=2
w(x)gd: (w(x) mod v)
end if
end while
return g;,...,gn

2

Come anticipato, il risultato di questo algoritmo non sono polinomi irridu-
cibili, dunque va preso solo come un algoritmo di pre-processing del polinomio.
Per raggiungere il risultato finale, utilizziamo un metodo simile a quello visto
sopra.

Sappiamo che g dividono g x, ma se poniamo p dispari, allora questo

si scompone in

pk

: b _
xpk—x:x(x ‘21—1)(:1: 21—|—1)

dunque possiamo fare il gcd con uno dei fattori, e sperare che si scomponga.
Se non funziona, possiamo sostituire x — x + s con s € F,, che rimescola gli
elementi di IE"; in maniera non banale, e riprovare. Questo metodo non assicura
la scomposizione, ma le probabilita di successo sono molto alte.

2.5 Fattorizzazione di polinomi a coefficienti in-
teri

Studiamo ora un algoritmo per la fattorizzazione di polinomi a coefficienti interi.
L’idea é come sempre quella di ricondursi alla fattorizzazione su campi finiti;
stavolta non useremo pero il teorema cinese del resto per costruire la soluzione,
ma l’'insieme ampio che utilizzeremo sara formato dalle potenze di un ideale
fortunato. Utilizzeremo il seguente lemma:

Lemma 2.11 (di Hensel). Sia f € Z[z] un polinomio monico e sia m € Z.
Supponiamo f = g1h; modulo m, con (g1,h1) = 1. Allora esistono unici ga, ho
tali che (g2, h2) =1, f = gaha modulo m? e go = g1, ho = hy modulo m.
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Dimostrazione. Dimostreremo solo l'esistenza. Chiaramente, se tali go, ho esi-
stono, dovra valere

g2 = g1 +mb (m?) hy = hy + mc (m?)

Ci basta allora mostrare che esistono ¢, b che realizzano 'uguaglianza. Chia-
ramente, per ipotesi, varra f = fig1 + mk (m?) Poiché vorremmo che f =
goha (m?), otteniamo

f =g2hs (m?)
— (g1 + mb)(hy +me) (m?)
=g1h1 + gime + hymb (m?)

Dunque
m(bhy + cg1) = mk (m?) = bhy + cg1 = k (m)

Poiché (h1,91) = 1, esistono b e ¢ come richiesti per 'identita di Bezout.

Mostriamo ora che hg, go sono coprimi modulo m?. Mostriamo cioé che
esistono 7, so tali che rgs + sho = 1. Per ipotesi, esistono r1, sy tali che r1g1 +
sithy = 1 (m), dunque esiste z tale che rig; + s1hy = 1 +mz (m?). Poniamo
r9 = 11 +mw e So = S$1 + my; mostriamo che possiamo determinare w,y in
modo da ottenere quanto voluto.

raga + sahy = 1(m?) <= (r1 4+ mw)(g1 +mb) + (51 +my)(h1 +mc) = 1 (m?)
Sviluppando i conti, otteniamo
wgy + yh1 + 110+ s1c+2=0 (m)

e dunque wgy; + yh1 = —z — r1b — sjc. Poiché sy,71,2,b,c sono gia fissati e
(g1, h1) = 1, otteniamo la tesi.
O

Supponiamo di avere in input un polinomio f primitivo e squarefree. In
output forniremo la fattorizzazione di f. C’¢ da dire perd che questo algoritmo
non termina sempre: per esempio il polinomio z* + 1 ¢ irriducibile su Z, ma &
riducibile in ogni F,,.

Scegliere p primo tale che p f le(f)
Calcolare il bound B sui coefficienti dei fattori irriducibili
Controllare che p t Ris(f, f'); altimenti scegliere un altro primo
Fattorizzare il polinomio modulo p
if f & irriducibile in Fp[z] then

f & irriducibile
else

f=fi...fr modp

Sollevare fi ... fi modulo p?" > 2B

Verificare che fi...f, in notazione bilanciata dividono f in Z[z].
Altrimenti accoppiarli e ricombinarli.
end if
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Lo stesso algoritmo puo essere utilizzato su Z[x1, ..., z,]. E sufficiente infatti
lavorare modulo un ideale del tipo I = (2 — as,...,z, — a,); in questo modo
ci siamo ricondotti al caso precedente e possiamo lavorare con Hensel sull’ideale
1.



Capitolo 3

Polinomi Irriducibili

3.1 Polinomi irriducibili su un campo finito

Puo sorgere spontaneo chiedersi quale sia la reale utilita di un algoritmo di
fattorizzazione: dato un polinomio in Z[z] monico, qual & la probabilitd che
esso sia irriducibile? Per studiare questo abbiamo bisogno prima di contare i
polinomi irriducibili in F,, di grado fissato. Piu precisamente, chiamiamo Ny, (p)
I'insieme dei polinomi monici irriducibili di grado m in Fp[z]. Con lo scopo di
trovare una formula chiusa introduciamo alcune risultati.

Definizione 3.1 (Funzione di Mobius). V n > 1

1 sen=1
u(n) =<0 se n ha fattori multipli
(—=1)" se n & prodotto di r primi distinti

La funzione & moltiplicativa, cioé se (m,n) = 1, u(mn) = p(m)wu(n). Inoltre

Proposizione 3.2. Sia n € N un naturale maggiore di 1. Allora Z w(d) =0
d|n

Dimostrazione. Scriviamo n = p®q con (p,q) = 1, e p primo. Allora

D ud) = ulpb)

din =0 blg
= ; %: u(p")p(b) Moltiplicativita di
= ; u(ql)u(b) + bz|: (p)p(b) w(p”) =0Vr>2
:iu(b) - Zu(Z)
blg bla
—0

Notiamo che questo ¢ vero anche per ¢ = 1, e visto che ogni n > 1 ha almeno
un fattore primo, la tesi segue. O

25



CAPITOLO 3. POLINOMI IRRIDUCIBILI 26

Utilizzando questa proprieta possiamo dimostrare una formula che ci per-
mette trovare espressioni pit convenienti per le funzioni sui naturali.

Lemma 3.3 (Formula di inversione di Mobius). Sia G un gruppo e sia f :
N — @ una funzione.

Fin) =Y fld) = fn)=> u (%) F(d) = n(e)F (S)
dn dn

eln

Dimostrazione.
n
Suer (£) = Lute (X @)
eln eln d|z
=33 ple)f(d)
eln d|Z
Z(Zﬂ(e))f(d) d|ﬁ:>de|n:>6|g
dln “el% €
= f(n) P e B3 o e o

Teorema 3.4.

d|n

Dimostrazione. Sappiamo che zP" — z = [Licg(s;)n fi Polinomi irriducibili, e
dunque vale la seguente uguaglianza sui gradi

p" =Y _d Na(p)

dln

Usando la formula di inversione di Mdbius con F'(n) = p" e f(d) = dN4(p) si
ottiene n
=T ()
f(n) =n Nu(p) dZu 7)P
che é proprio la tesi.

Esempio. Sen =4 pth, con p = 4 otteniamo 588.

3.2 Polinomi irriducibili sugli interi

Ottenuta la caratterizzazione per i campi a caratteristica un primo, vorremmo
dimostrare che la maggior parte dei polinomi monici in Z[z] sono irriducibili.
Preso un numero naturale M indicheremo con I,(M) i polinomi irriducibili
contenuti in

P,(M)={fe€Zz]| (—M < ar, < M Vk) A (deg(f) =n) A (f monico)}

L’idea é quella di calcolare il limite per M crescente del rapporto tra le cardi-
nalitad di questi due insiemi rispetto a una precisa successione.
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Lemma 3.5. N
p
N, — 2
(p) > ™ Vn >

Dimostrazione.
n
No(p) =p" + ) (f) d
nNy(p) =p pig)p

d|n
d<n

>pt =Y p

dln
d<n

Sed|ned<nallorad§%equindiﬂ

Sopt< 3 pt < plalt

d|n d|n
d<n d<z
Ma
>3:>n< 3:>VlJ< 2:>VLJ+1< 1
"= 2 =" 3 2) =" 2 =n
dunque si ottiene
Lon_ lal+
Nau(p) > — (0" = pt2")
n
P (1 _ 1)
n p
> P
— 2n

O

Il seguente teorema ci dice che fissato un grado n, quasi tutti i polinomi di
grado n monici sono irriducibili.

Teorema 3.6. Sianon > 2 e g > 1. Sia M, prodotto dei primi g primi dispari.

#1n(M,)

lim ———~ =1

g0 #Pn(Mg)

Dimostrazione. Chiaramente, la cardinalita #P,(M,) = (2M,)™. Stimiamo
allora il numero di polinomi irriducibili in P, (M,).
I coefficienti dei polinomi presi in considerazione sono compresi tra —M,

e M,. Passando a quoziente su Z/2 MgZ[x] e scegliendo la rappresentazione

1 in realta, se poniamo p dispari, possiamo imporre

d j_pt—1
o< > = —

d|n j<n

e notare che il lemma vale per ogni n naturale.
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bilanciata, i polinomi rimangono sostanzialmente invariati. Per il teorema cinese
del resto abbiamo

Z/QMQZ[SC} ~ Folx] x Fglx] x - -+ x ]Fpg [x]

Ogni polinomio é dunque rappresentabile tramite il vettore delle sue classi di
resto in maniera univoca. Poiché il passaggio al quoziente ¢ un omomorfismo di
anelli surgettivo, se un polinomio ¢ irriducibile nel quoziente, sara irriducibile
anche in Z[z|. Possiamo allora contare il numero delle (g+1)-uple che corrispon-
dono a polinomi irriducibili; per questo, consideriamo una singola componente
del prodotto. Il lemma precedente fornisce una stima dei polinomi irriducibili

in Fp[z]
pn
N, —
() > 5

I polinomi riducibili sono allora

p" 1
n _ N. L/ LA Iy [ —
2 w(p) <p 5, =P ( 2n)

Considerando tutte le componenti, il numero dei polinomi riducibili risulta

minore di ) . )
2" (11— — 3" (1 —— ) ...p"[1— —
(1-2:)7 (-5) - (1-3)

Quindi le (g + 1)-uple di polinomi monici di grado n tali per cui esiste una
componente irriducibile ¢ almeno

(2M,)" — (2M,)" (1 _ 21n)9“ _ (1 ) (1 ) 21n>g+1>

Abbiamo percio
g+1
| s #nMg) ()L
#P, (M) 2n

Per g — +00, abbiamo la tesi. O



Capitolo 4

Estensioni di campi

4.1 Estensioni Semplici

Sia K un campo a caratteristica 0 e sia o un elemento algebrico su K. Sappiamo
allora che o ha un polinomio minimo p, = Y. a;z*, 'unico polinomio monico
e irriducibile che si annulla in «. Allora K(«) = K[z]/(pa(x)) e una base di
questo campo come K-spazio vettoriale & data da 1,z,z2,23,...,2" 1, dove
n = deg(ps). Dato comunque 8 € K(«), possiamo allora rappresentarlo in
questo modo:
B ="bg+bia+ 0,2042 —+ -+ bn_la"_l

dove ogni b; € K. Nelle implementazioni possiamo allora rappresentare un
elemento § € K(«) come un vettore (by,...,b,—1) o equivalentemente un poli-
nomio.

Esiste anche un’altra rappresentazione, pitt comoda in alcuni casi. Conside-
riamo ’applicazione

ep: K(a) — K(a)
Y= B

Questa ¢ un omomorfismo di K-spazi vettoriali; poiché abbiamo fissato una base,
tale applicazione ¢ rappresentata in modo unico da una matrice Mg. La prima
colonna conterra i coefficienti della rappresentazione vettoriale di 3; per trovare
la seconda colonna, basta moltiplicare la relazione data dalla prima colonna per
Q@

af = a(by +bia+bsa® + -+ b, 10" 1)
= O[bo + Cv2b1 + -+ Cknbn,1
=aby+aby +---+a" b, o+ (—an_lanfl —Gp—20p_2 + - +ag)
=ag+alby—a)+a?(by—a)+---+a" by o —an_1)
Dunque, per calcolare ogni colonna della matrice, data la rappresentazione di
(B in forma vettoriale, é sufficiente fare n somme per ogni colonna, e quindi il
passaggio dalla forma vettoriale alla forma matriciale richiede O(n?) operazioni.
Passare invece dalla forma matriciale a quella vettoriale ha invece complessita

costante: basta infatti prendere la prima colonna della matrice. Riportiamo ora
in tabella i costi delle principali operazioni nelle due rappresentazioni riportate

29
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Vettore | Matrice
Somma O(n) O(n?)
Prodotto | O(n?) O(n?)
Inverso O(n?) O(n?)

Nel caso matriciale, si passa in forma vettoriale, si svolgono le operazioni e si
ritorna in forma matriciale; eseguire direttamente le operazioni avrebbe infatti
ordine maggiore.

4.2 Norma e Traccia

Dato p, polinomio minimo di «, consideriamo le sue radici «aq,...,a, e sup-
poniamo & = «j. Abbiamo visto che dato 8 € K(«a), 8 ammette una rap-
presentazione 8 = gg(a). Definiamo rispettivamente norma e traccia di §
come

N(B) =T ast00) Tr(8) = 3 a(e)

Notiamo che detto F' il campo di spezzamento di p,, si ha che ogni elemento
del gruppo di Galois fissa sia N(8) che Tr(8) e dunque questi sono elementi di
K. Notiamo che la norma & moltiplicativa, cioé N(B8v) = N(8)N(v).

Possiamo estendere la definizione ai polinomi: dato f(x,a) € K(a)[z],
definiamo

n

N(f(e.a)) = [ fle,a0)

i=1

Tr(f(z,a)) = Zf(x,ai)

Osservazione 4.1. Notiamo che f(z,«) | N(f(x,a)) e che se ¢ € K[z], allo-
ra N(g(z)) = g(x)™. Inoltre, se 8 € K(«), sia 8 = gg(). Allora N(5) =
[T}= as(:) = Ris(pa, gp) € K.

Teorema 4.2. Sia f(z,a) € K(«)[z] un polinomio irriducibile. Allora la norma
N(f(z,a)) = g(x)*, dove g € K[z] é un polinomio irriducibile, e k € N.

Dimostrazione. Supponiamo N(f) = CD con C,D € K[x] e (C,D) = 1. Per
definizione N(f) =[] f(z, «;); chiamiamo f; = f(z, a;). Poiché f per ipotesi &
irriducibile, poiché siamo in un UFD & anche primo e dunque vale f | C Vv f | D.
Supponiamo f | C. Sia F la chiusura normale di K(«); per ogni radice del
polinomio minimo di « su K esiste un automorfismo di F' che manda « in «;.
Ogni automorfismo puo essere esteso banalmente a K (a)[x]

o K(a)z] — K(a;)x]
— f(xv ai)

Poiché C' € Klz|, C viene fissato da ognuno di questi automorfismi, mentre f;
viene mappato su f;. Le relazioni di divisibilitd devono essere conservate da
ogni o;; poiché fi = f | C, allora f; | C per ogni j. Di conseguenza, N(f) | C
e dunque D € K*. Cid vuol dire che N(f) ha un solo fattore irriducibile, e
dunque sara la potenza di un irriducibile. O
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Sia ora 8 € K («); chiaramente il polinomio minimo di 5 su K () & g(z, o) =
x— 3. Detti o; gli automorfismi della dimostrazione, possiamo scrivere la norma
N(g(z,a)) = [[(z — 0i(B)) == Q e poiché un polinomio lineare ¢ banalmente
irriducibile, si ha che Q(z) é potenza di un irriducibile di K[z]. Dato che
Q(B) =0, si ha che il polinomio minimo pg di § su K divide @ e dunque

Q
Q=pf = Ps= 777
’ T Q)
Consideriamo ora il polinomio caratteristico py; della matrice Mg. Notiamo
che il polinomio minimo della matrice e quello di # sono uguali, in quanto pg €
irriducibile, e
Vy € K(a) pg(Mp)y=ps(B)y =0

N(g) e par hanno lo stesso grado, e sono entrambi potenza del polinomio minimo
di 8, dunque coincidono. Questo ci permette di calcolare in modo semplice
traccia e norma di un elemento: questi coincidono infatti rispettivamente con
traccia e determinante della matrice Mg. Questo é il motivo per il quale si
preferisce solitamente la rappresentazione degli elementi mediante matrice.

4.3 Fattorizzazione

Sia f(z,a) € K(a)[z]; ci poniamo il problema di fattorizzare f nell’estensione
K(a). Questo sara fondamentale nel calcolo del campo di spezzamento di un
polinomio di K[z]; servira infatti fattorizzare il polinomio nelle varie estensioni
che troveremo. Sappiamo che

n

f($7a) | N(f(x,a)) :HFi

i=1
dove F; ¢ una fattorizzazione in irriducibili in K[z]; allora vale il seguente

Teorema 4.3. Se N(f(z,a)) ¢ libera da quadrati, allora f(z, ) = [[i—, (f(z, @), F})
¢ la fattorizzazione in irriducibili di f(zx, @).

Dimostrazione. Siano vy, ...,v, € K(a)[z] gli irriducibili che dividono f(x,a).
Allora N (v;(z,@)) | N(f(x,«)) e di conseguenza, dal teorema precedente e dal
fatto che la norma di f ¢ libera da quadrati si ha

Nw)=g"|[[F: = k=1A 3Fjte Nw)=F,

Dato che g e Fj sono irriducibili, allora avremo v | g = Fj. Inoltre

N(f) :N(Hvi) =[IN@) =]]F

Abbiamo mostrato cosi che ogni fattore irriducibile di f divide almeno un F;.
Se v; dividesse pitt di uno dei fattori, si negherebbe l'ipotesi che (Fj, F;) = 1.
Inoltre, dati due diversi v;, non possono dividere lo stesso F;, poiché altrimenti
avrebbero la stessa norma, e quindi ci sarebbero due copie di F;. Per ragioni di
grado, infine, i v; generano tutti gli F;. Dunque (f(z, ), F;) @ irriducibile. O
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Dunque, abbiamo trovato un algoritmo per il calcolo della fattorizzazione;
bastera infatti calcolare la fattorizzazione della norma su K[xz] e calcolare i ged
tra f e i fattori ottenuti. Bisogna perd mostrare che é sempre possibile supporre
che la fattorizzazione della norma sia squarefree. Per questo, mostriamo ora che
esistono solo un numero finito di elementi s € K tali che N(f(z + s«)) non sia
libera da quadrati. Ricordiamo che K ha caratteristica 0.

Teorema 4.4. Sia f € K[z] un polinomio libero da quadrati. Allora esistono
un numero finito di s € K tali che N(f(x — sa)) non sia libero da quadrati.

Dimostrazione. Siano f1,..., By le radici distinte di f. Le radici di una sua
traslazione f(x — sa) sono By + sa, ..., B + sa. Dunque le radici di

N(f(z = sa)) = [ f(& = sa)

sono del tipo 3; + so;. Se la norma non fosse libera da quadrati, avremmo
Bi + sa; = Bi + soy. Sicuramente [ # j perché per ipotesi le 8; sono distinte.
Di conseguenza,

Bi — B

Q) — Oy
e dunque N f((z — s)) non é squarefree per un numero finite di scelte di s. O

Lemma 4.5. Sia f(z,a) € K(a)[z] un polinomio libero da quadrati. Allora
esiste g € K[x] libero da quadrati tale che f | g.

Dimostrazione. Consideriamo la decomposizione in fattori liberi da quadrati
della norma N(f(z,q)), cioé¢ N(f(x,«)) =[] G:. Chiaramente, f | [[ G ma f
¢ libero da quadrati, dunque f | [[G; = g. O

Proposizione 4.6. Sia f € K(«)[z] un polinomio libero da quadrati. Allora
esistono solo un numero finito di s € K tali che N(f(x — sa, &)) non sia libero
da quadrati.

Dimostrazione. Per il lemma, esiste g € K|[z] tale che f | g e g & libero da
quadrati. Di conseguenza,

[z =sa) | g(z —sa) = N(f(z - sa)) | N(g(z — sa))
ma quest’ultima non ¢ libera da quadrati solo per un numero finito di valori. [
Diamo ora lo pseudocodice di un algoritmo per il calcolo della fattorizzazione.
NormSq L’algoritmo prende in input un polinomio f € K(a)[x] libero da

quadrati e il polinomio minimo p, di « e restituisce s € K, g(z, ) = f(x — sa)
e R(z) = N(g(z,a)) libera da quadrati.

s=0

g9z, a) = f(z,a)

check = false

while check == false do

R(x) = Risy(g(z,9), pa(y)) (= N(9))
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if deg(R, R’)! =0 then
check = true
else
s=s+1
g(z,0) = g(r — a, )
end if
end while
return (s, g, R)

Fattorizzazione Supponiamo di avere in input f € K(«)[z] libero da qua-
drati. L’algoritmo restituisce in output la lista dei fattori irriducibili di f su
K («). L’algoritmo fatt ¢ l'algoritmo di fattorizzazione di polinomi in K[x].

(579’ R) = NOI‘qu(f(JZ, Oé))
Ufatt =[]
I = fatt(R) in K|x]
if Length(l) =1 then
fatt = [f]
else
for i = 1;i < Lenght(l);i=1i+ 1 do
hi(mv a) = (g(x, a)a l[Z]) in K(a)
g(z,0) = g/hs in K(a)
hi(z, ) = hi(z + sa, @)
lfatt = [h;, 1 fatt]
end for
end if
return [ fatt

4.4 Teorema dell’elemento primitivo

Ci poniamo ora il problema di determinare il campo di spezzamento di un
polinomio in K [z], nel caso in cui la caratteristica del campo sia 0. Il problema
é quello di estendere il campo di spezzamento che si trova dopo aver esteso K
con una radice, in quanto siamo in grado di lavorare solo su estensioni semplici
del campo. Utilizzeremo allora il teorema dell’elemento primitivo:

Teorema 4.7 (dell’elemento primitivo). Sia K un campo char K = 0 e siano
o, 3 elementi algebrici su K. Allora esiste v € K (o, 8) tali che K(a, 8) = K (7).

Il problema é realizzare questo teorema dal punto di vista algoritmico. Di-
mostriamo un po’ di risultati che ci porteranno alla dimostrazione:

Proposizione 4.8. Sia K un campo, sia « algebrico su K e consideriamo
Pestensione K(«), con p, polinomio minimo di «. Sia § algebrico su K e sia
Qs(z,0) € K(a)lz] tale che Q(B8,a) = 0. Supponiamo che N(Qgs(x,«)) sia
libera da quadrati. Allora o € K(f), e in K(3) si ha

(Pa(z), Qs(B, 7)) =2 —
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Dimostrazione. Siano o = «aq,as,...,a, le radici di p,. Per definizione, la
norma N(Qg(z, o)) = [[i—, @s(x, ;). Di conseguenza, o ¢ radice sia di p,
che Q(8,z), ma «; non ¢é radice di Qg(8,x) per ¢ > 2. In caso contrario,
infatti, avremmo Q(5,a) = Q(8,;) = 0 e dunque la norma avrebbe radici
multiple, contro le ipotesi. Di conseguenza, x — a = (pa, @s(5,)). O

Proposizione 4.9. Sia Qs(z,a) il polinomio minimo di 5 su K(«). Se
N(Qp(z,)) & libero da quadrati, allora ¢ il polinomio minimo di 8 su K.

Dimostrazione. Dato che Qp(x,a) ¢ irriducibile, allora N(Qg(z,a)) = g(z)k,
ma dato che é libero da quadrati, allora & anch’esso irriducibile. Visto che si
annulla su 3, allora é il suo polinomio minimo su K. O

Sia ora 3 algebrico su K e sia Qs(z, ) € K(a)[z] il suo polinomio minimo
su K(a). In generale, N(Qg(z,a)) non ¢ libera da quadrati, ma sappiamo che
esiste s € K tale che N(Qg(x — sa,«)) sia libero da quadrati. In tal caso,
coincide con il polinomio minimo di § + sa = . Abbiamo allora, per quanto
dimostrato, che K(v) = K(«a,v). Notiamo pero che f € K(«,7), dunque
otteniamo K (v) = K(a, 3). Abbiamo cosi trovato una dimostrazione costruttiva
del teorema dell’elemento primitivo. Inoltre, poiché v = 5 + sa, abbiamo sia la
rappresentazione di «a che quella di 5.

Diamo ora lo pseudocodice dell’algoritmo per ’elemento primitivo. In input
supponiamo di avere p, il polinomio minimo di o e Qg(z, ) il polinomio minimo
di 8 su K(«). In output restituiremo R(x) il polinomio minimo dell’elemento
primitivo v su K, le rappresentazioni A(y) e B(7y) rispettivamente di « e § in

K (7).

(5793 R) = NOI‘qu(QQ) (g(:l?, Oé) = Qﬁ(x — Sa, Oé))
o = linsolve(gcd(g(7, x), pa()))

B=vy—sacK(y)

return (R(z),v,a, B)

dove l'algoritmo linsolve risolve semplicemente le equazioni di primo grado.

4.5 Algoritmo Split Field

Diamo ora lo pseudocodice dell’algoritmo per trovare il campo di spezzamento.
In input, supponiamo di avere un polinomio p(x) € K[z] irriducibile. In output
forniremo le radici di p(z) in K (v) e il polinomio R(x) che definisce il campo di
spezzamento.
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roots = [ |

polys = [p()]

minpoly = p(x)
newminpoly = p(x)
index =1

B =~ radice di minpoly
polyslindex] = plyslindes]

z—f3 *
new_s=20

Bpoly =x —
roots = 3, roots]
new factor = [ ]
k=1

for P; in polys do
(s,9, R) = NormSq(P;, minpoly)
L = fatt(R)
for Fin L do
f(@,7) = (9(z,7), F)
if deg(F') > deg(newminpoly) then
newminpoly = F
indexr =k
new_s=-s
Bpoly(x,v) = f(z,7)
end if
o) =940 )
f(@,y) = flz+s57,7)
if deg(f(z,v)) == 1 then
roots = [linsolve(f(x,~)), roots]
else
new factors = [f, new factors|
k=k+1
end if
end for
end for
new_y radice di newminpoly
a = linsolve(gcd(minpoly, Bpoly(new 7, x)))
B =new v—new_ s«
sostituiamo « a 7y in roots
if new factors == [] then return (newminpoly, roots)
end if
sostituiamo « a v in new factors
polys = new factors
manpoly = newminpoly
v =new_ 7y
val a %
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Spiegazione dell’algoritmo E|
Significato delle variabili:

v e new__y: Elemento primitivo. Alla fine dell’algoritmo indichera il campo di spezza-
mento K(v)

roots: Vettore delle radici. Saranno espresse in relazione a ~y

polys e new factor: Polinomi ancora da fattorizzare. A mano a mano che si va avanti con le
estensioni, verranno fattorizzati.

k: numeri di elementi in new factors piu 1.

index: Indicatore. Indica quale elemento del vettore polys contiene I'ultima radice
del polinomio di partenza p(z) aggiunta all’estensione

B: Radice di p(x). E 'ultima radice aggiunta all’estensione.

a: E uguale a 7. Polinomio valutato in new ~. Se stiamo facendo un’esten-
sione da v a new_~, allora a(new _v) =1~.

s e new _s: Intero. Dati new 7, v, B e a, allora new sy =new_sa =new_y— .
s invece gira tra tanti, e new s é s solo se I’elemento primitivo si aggiorna,
altrimenti & zero.

Bpoly: Polinomio minimo di new _~ su K(v).

L’algoritmo prende in input un polinomio irriducibile p(z), e denomina come
~ e 8 una sua radice, che mette in roots. Mettendosi in K(v)[z], divide il p(x)
per z — 3, ottenendo un polinomio Q(z,~) le cui radici sono gli elementi che
deve aggiungere alla sua estensione per ottenere il campo di spezzamento. Mette
k =1 poiché é la posizione di @ in polys.

Preso @, ne fa la NormSq, ottenendo un polinomio g(x,v) = Q(x + s7v,7)
la cui norma R ¢ libera da quadrati, e quindi fattorizza R. Se Q = [[Q; ¢
la sua fattorizzazione, allora R sara il prodotto di R;, che sono norme libere
da quadrati di g;(z,7) = Qi(z + s7,7). Notiamo che Q;, essendo irriducibili,
saranno polinomi minimi su K(y) delle sue radici. Inoltre, per la Proposizione
4.9, R; saranno polinomi minimi delle radici di g; su K, e queste sono gli elementi
primitivi dell’estensione di K () con la rispettiva radice di Q;.

Preso dunque un R;, che chiama F', ricava il g; corrispondente, e lo chiama
f. L’estensione di K con una radice di F' comprende 7, dunque il grado di
F' & maggiore o uguale a quello di p; 'unico caso in cui & uguale, é quando
tutte le radici del @; corrispondente sono gia dentro K(v), ma dato che Q;
sono irriducibili, allora sono in particolare lineari. In questo caso il blocco If
non viene eseguito, e si ricava la radice di ); in relazione a . Infatti si ricava
Q: = f(xz + sv,7), calcola la radice e la aggiunge a roots.

Quando invece il grado di F' é maggiore del polinomio minimo, allora una
qualsiasi radice di F' é un elemento primitivo per v e una radice di ;. Dunque
segniamo F' come il nuovo polinomio minimo, e diciamo che nel vettore (inizial-
mente vuoto) new factors il polinomio Q; = f(x+ s7v,~) si trova nella posizione
index = k. Infatti dopo il blocco If, dato che f non é lineare, lo aggiungiamo
all’array new factors, e aumentiamo k di 1. Inoltre ci segniamo s in new _ s,

1Porca paletta, questo algoritmo!
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come segno che dobbiamo cambiare elemento primitivo, e in Bpoly segniamo f,
che ¢ il polinomio minimo del nuovo elemento primitivo su K(v).

Uscendo da tutti i For, diciamo che new_~y € il nuovo elemento primitivo, e
calcoliamo « in relazione a new v e lo salviamo in a. Questo funziona poiché
minpoly ¢é il polinomio minimo di v su K, Bpoly di new v su K(v), ed inoltre la
norma di Bpoly & la norma di f, cioé F, che era libero da quadrati; dunque per
Proposizione 4.8, il loro ged é esattamente la funzione voluta. Inoltre la radice di
p(z) corrispondente sarad new y—new s «, che sard un’espressione in new_ 7,
che salviamo in 8 (che aggiungeremo a roots solo se abbiamo ancora termini da
fattorizzare, poiché altrimenti tutti i termini erano gia lineari, e dunque 3 & gia
stato aggiunto).

Aggiorniamo tutte le radici in relazione al nuovo elemento primitivo new _+,
semplicemente sostituendo « a 7y in roots. Se non abbiamo pit termini da fatto-
rizzare, il programma é terminato, poiché allora nell’attuale estensione abbiamo
gia fattorizzato tutto. Altrimenti, aggiorniamo i new factors al nuovo elemento
primitivo, e rilanciamo il programma da star, con il nuovo elemento primitivo,
il nuovo polinomio minimo, i nuovi termini da fattorizzare polys = new factors,
il nuovo v = new_+y e il nuovo f.

Nel caso in cui con il v corrente si fattorizzasse tutto a termini lineari,
I'inizializzazione di Bpoly = x — v e new_s = 0 fa si che a = v = new_7,
garantendo cosl 'esattezza dell’algoritmo.



Capitolo 5

Radici di Sistemi Polinomiali

5.1 Radicale di un ideale zero-dimensionale

Ci occupiamo ora del calcolo del radicale di un ideale I in un anello di polino-
mi. In particolare, considereremo solo particolari ideali, ma prima di definirli,
abbiamo bisogno di qualche nozione:

Definizione 5.1. La Dimensione di Krull di un anello A ¢ il sup delle lunghezze
della catene di primi strettamente crescenti contenute in essa (puo essere anche
infinita). In particolare, data una catena

PBochc - CPH
questa ha lunghezza n. Indicheremo la dimensione di Krull di A come dimy(A).

Definizione 5.2. Dato un anello A, e un suo ideale I, allora la Dimensione o
Profondita dell’ideale I é la dimensione di Krull del quoziente. In formule

dim I := dimy. (4/7)

D’ora in poi, lavoreremo solo con ideali a dimensione 0 nell’anello di polinomi
K[z1,...,2,], dove K & un campo algebricamente chiuso. Questo vuol dire, in
particolare, che tutti i primi che contengono I sono ideali massimali. Dalla
decomposizione primaria di anelli noetheriani, avremo che in realtd esistono
finiti ideali massimali che contengono I, dunque il quoziente

K[xl""’x”]/\f]:K[xl’”"xn]/ﬁ’.'llMlgKm

ha dimensione finita come K-spazio vettoriale. Lo stesso vale per ’anello
K[zy,...,2,]/I, perché una K-algebra finitamente generata & prodotto fini-
to di anelli artiniani locali che quindi hanno dimensione finita. In particolare,
dunque, gli elementi 1, z;, 2%, x3,..., 2™ sono linearmente dipendenti, dove m ¢
la dimensione del quoziente. Possiamo allora trovare un polinomio g; € K|x;]
univariato appartenente all’ideale I, poiché corrispondera alla combinazione de-
gli z] che si annulla nel quoziente. Basta infatti esprimere tali elementi come
combinazione lineare di una base (per esempio quella dell’Escaliér), e trovare
un elemento del nucleo tramite eliminazione gaussiana.

Sia allora g; la parte libera dai quadrati di g;; sappiamo che (I, g1,...,dn) C
V1, e per mostrare 'uguaglianza utilizziamo per questo il seguente lemma:

38
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Lemma 5.3. Siano J, Q ideali tali che
e () é radicale e 0-dimensionale
o Klx1,...,2,] 2J2Q

Allora J = v/ J.

Dimostrazione. E sufficiente ragionare per corrispondenza degli ideali sul quo-
ziente. Dato che @) é radicale e O-dimensionale, per il teorema cinese del resto
vale

K[Il,...,mn]/Q ~ K™

e dunque il quoziente é isomorfo a un prodotto di campi. Dato che gli ideali di un
prodotto sono prodotto di ideali, necessariamente un ideale di K™ ¢ radicale,
in quanto deve coincidere con K h, h < m e tutti questi sono radicali. Per
corrispondenza allora J é radicale. O

Mostriamo allora che (I,§1,...,Jn) = VI. Sappiamo che Q = (J1,...,dn)
é zero dimensionale, poiché ogni primo sopra di lui contiene un termine lineare
univariato in ogni variabile, e dunque é massimale. Dato che Q C (I, §1,...,3Gn),
ci basta mostrare che () ¢ un ideale radicale.

Lemma 5.4. Sia I = (fi(z1),..., fa(zn)) C Klx1,...,2,], con tutti gli f;
liberi da quadrati. Allora I é radicale.

Dimostrazione. Mostriamo ’enunciato per induzione sul numero di variabili. Se
n = 1, supponiamo fi(xz1) = [[z1 — «;. Allora, per il teorema cinese del resto

K[:Cl]/(fl) = HK[xl]/(xl —aq) = HK

e dunque essendo un prodotto di campi & privo di nilpotenti; di conseguenza
I'ideale ¢é radicale.
Per l'ipotesi induttiva, utilizziamo il secondo teorema di omomorfismo:

K[xl,...,l‘n]/
Kloveooml g = oo o)

:HK[@’“.’%n}/(fz,.-.,fn)

e dunque anche in questo caso si tratta di un prodotto di campi.
Da qui concludiamo che VT = (I, §1,...,dn)-

5.2 Sistemi polinomiali

Supponiamo di avere un sistema polinomiale ¥ e di voler trovare le soluzioni di
tale sistema. Premettiamo dei risultati sugli ideali 0 dimensionali:

Lemma 5.5. Dato I ideale di un anello di polinomi su un campo algebricamente
chiuso, allora sono equivalenti

|V(I)| finita <= dimKK[xl"'“x”]/I finita <= dimI =0
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ed in questo caso,
I=VT < dimg Klrn-- ol — v ()

Se vediamo 3 come un ideale I, allora le sue soluzioni saranno V(I). Sap-
piamo dal Teorema degli Zeri di Hilbert che V(I) & non vuoto se e solo se T
non é tutto I’anello di polinomi. Il lemma sopra ci dice inoltre che il numero di
soluzioni ¢ finito se e solo se I ¢ 0-dimensionale.

Supponiamo ora che il numero di soluzioni di ¥ sia m e sia G una base di
Grobner dell’ideale radicale e 0-dimensionale I rispetto all’ordinamento lessico-
grafico. Sappiamo che nella base di Grébner compare un polinomio g nella sola

variabile x,. Se il polinomio g avesse grado esattamente m, allora gli elementi

m—1 i

1,2, 22, ..., 2™ 1 sarebbero una base di K] ]/I e dunque tutte le altre varia-
bili si scriverebbero come combinazione lineare di questi, cioé esisterebbero dei
polinomi p;(x,) tali che z; = p;(x,) (mod I). Di conseguenza, nella base di
Grobner comparirebbe il polinomio z; — p;(z,). e la base di Grobner sarebbe
della forma (x1 — p1(zpn), ..., Zn-1 — Pn—1(Tn), g(x,)). Questa forma normale
rende molto semplice la risoluzione del sistema; basta infatti trovare le radici
di g(z,) per poi ottenere le altre soluzioni. A livello pratico, per trovare le
radici si preferiscono al calcolo simbolico metodi numerici che risultano molto
piu efficienti. Purtroppo, non tutti gli ideali ammettono tale forma:

Esempio. Sia I = (2% —y,y?—1). Le soluzioni del sistema sono (+1,1), (44, —1)
e dunque sono 4, mentre il grado di y2 —1 ¢ 2. Utilizziamo il cambio di variabili
lineare

= n=x+y
Dopo aver calcolato la base di Grébner, abbiamo

1 1
—yi — sy, yt — 297 — 4y)

2
IW(I1+*y§’*5 F

5
e quindi siamo riusciti a portare il sistema nella forma normale desiderata.

L’esempio suggerisce che sia sempre possibile portare il sistema in questa
forma tramite una trasformazione lineare. In effetti, cosi é.

Proposizione 5.6. Siano ag,...,a,, le soluzioni del sistema e consideriamo i
polinomi u;(x) = Z};l i ey =z 4wy + w3 + - + 4" 'x,. Consideriamo
I'insieme
_ m
A={u; |0<i< <2>(n—1)}
Allora esiste u; € A tale che u;(ag) # ui(ay) Vk # 1.

Dimostrazione. Dalla relazione wu;(ay) — u; (o) = 0 otteniamo
(a1 —ag1) +ilage — ) + -+ " Hag, —an) =0

Di conseguenza, il polinomio p(t) = Y t*(a i+1—0y i+1) € un polinomio di grado
n — 1 che si annulla in 7; per motivi di grado ha al piu n — 1 radici, dunque vi
sono solo n — 1 polinomi tra gli u; che non separano a; e «ay. Poiché le possibili
coppie sono ('), vi sono al pitt () (n — 1) polinomi degli u; che non separano

le radici. Ma la cardinalita di A ¢ 1+ () (n — 1), da cui la tesi. O
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Dunque, é possibile trovare un polinomio che separa tutti gli elementi di
V(I) come combinazione lineare delle variabili, poiché sono pochi i polinomi
che non soddisfano tale condizione.

Proposizione 5.7. Siano aj, ..., q,, le radici di I. Allora é possibile costruire
una famiglia ¢1,..., g, di polinomi tali che

Dimostrazione. Per il teorema precedente, esiste u tale che u(o;) # u(ay) Vi #
7. I polinomi cercati sono allora

g@) =] ul@) —uley)

(i) — u(ey)
O

Teorema 5.8 (Generalized Chinese Remainder Theorem). Siano Iy, I3 ideali
della forma

I = (z1 — p1(x2, ..., 20), J1) I, = (21 — pa(za,...,24,), J2)
e supponiamo che
o (J1,J2) =1
o Ji=L;NK[zxy,...,x,)
Allora esiste g € K[xa,...,x,] tale che I} N Is = (21 — q(x9, ..., 2y), J1J2).

Dimostrazione. Per il teorema cinese del resto, esiste un unico polinomio
q(za,...,x,) tale che

g=p1 (mod Jy), ¢=pz (modJy) = q—pr1€Ji, q—p2€Jo
= x1 —q(x2,...,2y) €L NI

e dunque abbiamo
LN D (x1 —q(ze,...,zn), J1J2)
Sappiamo inoltre che
LhNnLNK[zg,...,x,)=J1NJe=J1Jo

e pertanto ogni polinomio in I3 N I si riduce tramite 1 — ¢(x) ad un polinomio
in J;J2, mostrando 'uguaglianza. O

Definizione 5.9. Un ideale [ si dice in posizione generale se
o [ =1

e Nella base di Grobner rispetto all’ordinamento lex si ha che il polinomio
pn(z,) ha grado uguale a #V(I).
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Va da sé che un ideale in posizione generale sia anche di dimensione zero,
poiché la sua varieta € finita. Dunque I in posizione generale é 'intersezione di
un numero finito di massimali.

Dato che la base di Grébner di un ideale massimale contenente I, anche in
un campo non algebricamente chiuso, ¢ del tipo

M = (xl — D1 (xn)a ey Tp—1 — pnfl(xn)a h(xn))

con h irriducibile, otteniamo, applicando ripetutamente il teorema, che un ideale
in posizione generale & del tipo I = (z1—q1(2n), T2a—q2(Tn), - - ., h1(zn) . . hi(x4)),
con gli h; relativi agli ideali massimali distinti.

Teorema 5.10 (Shape-Lemma). Sia I un ideale radicale 0-dimensionale. Al-
lora per quasi tutte le trasformazioni lineari di coordinate, la base in ordine
lessicografico, e ridotta, & della forma

I= (ml - pl(xn)7 ceey Tp—1 — pnfl(xn)apn(xn))
e I & in posizione generale.

Dimostrazione. Sia V(I) = {aq,...,an}. Cerchiamo L: K™ — K lineare tale
che L(a;) # L(ay). Sia C il vettore che rappresenta tale funzionale. Basta
allora che C' non appartenga all’ortogonale dei vettori o;; — o5 al variare di ¢, j.
Poiché vi sono () scelte di 4, j, abbiamo che le scelte di C' che non soddisfano
la tesi sono corrispondenti all’'unione di (72”) iperpiani di K.

Operando ora il cambio di coordinate in cui si fissano tutto gli x; tranne
P'ultimo, che si converte in z, — ai1z1 + ...apT,, si ottiene che il grado del
polinomio p,(z,) deve essere pari a m, dunque I & in posizione generale, e la
base ha la forma voluta. O

Ritorniamo d’ora in poi nel caso K algebricamente chiuso. Sia I un ideale

0-dimensionale; sappiamo quindi che A = K [x]/] & uno spazio vettoriale di
dimensione finita su K. Sia f € A, e consideriamo 'applicazione

Lf: A*)A
g > fg

Ly é un endomorfismoesiha L+ Ly = Lyyy, LyoLy = Ly, Abbiamo dunque
I’applicazione
p: A — End(4)
o= L

Tale applicazione ¢ iniettiva, perché L, = Ly <= f —h =0 (mod I).

Dato che dimg A < 0o, esiste un polinomio p(t) tale che p(f) = 0. Dunque
anche p(Ly) = 0 e quindi p(¢) é multiplo del polinomio minimo di Ly, che
chiamiamo hy.

Teorema 5.11. Sia I un ideale di dimensione 0 e sia f € A = K[z]/l. Sia My
la matrice che rappresenta Ly e sia hy il suo polinomio minimo. Dato A € K,
sono equivalenti:

1. hy(A) =0, cioé X & autovalore di My

1

serve che il campo K sia infinito
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2. Esiste a € V(I) tale che f(a) = A
Dimostrazione.

(2) = (1) Sia a € V(I) tale che f(a) = A. Poiché hy(f) € I si ha che hy(f)(a) =0.
D’altronde, 0 = hy(f)(e) = hy(f(a)) = hy(X), da cui la tesi.

(1) = (2) Dimostriamo per assurdo; supponiamo cioé che Yoo € V(I) f(a) # A, dove
A ¢ un autovalore di M. Detti u; i polinomi separatori del teorema
cioé tali che u;(a;) =1 e u;(a) = 0 V5 # 4, definiamo il polinomio

Valutandolo in « si ottiene allora

1
pla) = TN (f = M(a)p(a) =1=1—(f = M) (a)p(a) =0

Poicheé la relazione vale per ogni a € V(I) si ha, per il Nullstellensatz, che
1 —(f = N (x)p(z) € VI. Di conseguenza, (1 — (f — A\)p)* € I e dunque
1—(f—MNg €I, ossia f —\ ¢ invertibile in A. Ma dato g autovettore
relativo a A, allora (f — A\)g = 0, e dunque g = 0 da cui un assurdo.

O

Sia I un ideale radicale 0-dimensionale e sia f € K[x] tale che f(a) # f(B)
per ogni o # 3 € V(I). Consideriamo la matrice My associata a Ly e sia X
I’autospazio relativo all’autovalore A di M. Fissiamo un ordinamento < e una

base di Grobner G = (g1, . .., gx) dell’ideale I. Sappiamo che una base di K[x]/l
¢ data dai monomi 2 tali che 27 & (It(g1), .. . ,lt(gk))ﬂ Possiamo allora scrivere
la base come B = {z% ... x%}. La j-esima colonna della matrice My sara
formata dalle coordinate di Ly (x% ) rispetto alla base B.

fa¥ = Le(z®) = myz®™ + -+ myp jatr

Valutando la relazione in «, otteniamo

adj f(Oé) = mljadl + .-+ mmjad’”

In notazione vettoriale, questo equivale a
a® o at) f(a) = (ot .. ot )M
f

Dato che tutti gli f(«) sono diversi al variare di «, abbiamo determinato gli
autovalori di My, e di conseguenza anche tutti gli autovettori sinistri, poiché la
dimensione della matrice coincide con quella di A, e dunque con la cardinalita
di V(I).

Diamo ora lo pseudocodice di un algoritmo per la risoluzione di un sistema
polinomiale. Supponiamo quindi di avere in input un ideale 0-dimensionale, e
di saper trovare il radicale di I e una base di A.

. . . . d d
2qui stiamo usando la notazione multinomiale z¢ = it n”
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Calcolare /T

Trovare f polinomio separatore lineare
]

VI

Trovare My matrice che rappresenta Ly rispetto a B

Calcolare autovalori e autovettori sinistri di My

Per ogni autovalore, A = f(v), con v € V(I)

Preso v autovettore, si ha allora vMy = f(y)v = ¢, (y%, ..., ydm)
Supponendo che il primo vettore della base sia 1, e che gli elementi dal
secondo all’s-esimo siano lineari

Trovare B base monomiale di K]

F) (1, vm) = (LY ooy Yis o oo, ) dove vy = (71, .., Vn)
ey = f(y)u1
R ) L7 R
Viq ey o1
Se z, non é nella base, allora ¢é in lc(\ﬁ ), e dunque VT comprende il
polinomio x, — pr(Ty41, ..., Tn)
Partendo dall’xz, con r maggiore tra quelli non presenti nella base,
calcoliamo v, = pr(Vrt1s- -+ Vn)

L’algoritmo effettivamente trova le radici, ma ignora in qualche senso la mol-
teplicita. Supponiamo che I sia un ideale 0-dimensionale, non necessariamente
radicale. Allora I ammette una decomposizione primaria

I=Q
i=1

Per il teorema cinese del resto,

m

K[x]/I ~ I—IK[;E]/QZ

i=1

Usiamo la localizzazione per definire la molteplicita di v € V(I). Consideriamo
il massimale M, = {f | f(@) =0} e S = A\ M,,. Esiste un indice i tale che
VQ; = M. Localizzando rispetto a 901,, otteniamo allora

A, = S;lA ~ K[x]/Q

Definiamo la molteplicita di « come p,, = dimg A,,.

Proposizione 5.12. Sia I un ideale 0-dimensionale e sia m = #V(I). Allora
per ogni o € V(I) esiste e, € A tale che

o 2 =e¢,
e > e,=1

o eneg =0per a#p

o e (a)=1
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Dimostrazione. Sia w un polinomio separatore, cio¢ tale che u(a) # wu(f) se
a # B. Consideriamo i polinomi

u(z) — u(p)

sal@) =[] =—5—1%

Fissiamo a € V(I). Allora s,s(7) si annulla su ogni v € V(I) per o # 3; per

il Nullstellensatz, s,s3 € VI e dunque esiste 7 tale che (s455)" = 0. Detto
To = IMaXg£q T8, poniamo t, = s,,. Notiamo che

o l,tg =0
oty (o) =1
b ta(ﬂ) =0

Consideriamo ora l'ideale J = (I,{t,}). V(J) = 0}, perché una qualsiasi radice
deve appartenere a V(I) ma t,(a) = 1. Per il Nullstellensatz, vale allora 1 € J
e dunque abbiamo una relazione

1:f+anta

Poniamo allora e, = cots; questi sono esattamente gli elementi cercati, poiché
eaep =0, eq(8) = 0, e modulo I abbiamo

Zea(a) =eq(a) =1
ea = €q Zea =e2

O

Mostriamo ora che S;'A ~ e, A. Notiamo che e, A ¢ un anello con identi-
ta eq; ha allora senso mostrare I'isomorfismo mediante la proprietd universale
dell’anello delle frazioni. Consideriamo allora I’omomorfismo

p: A — e A
a > eqa

Mostriamo che per ogni s € S, ¢(s) ¢ invertibile. Infatti ey (z)(s(z) — s(a)) si
annulla su tutto V(I) e dunque

o (s(x) — s(a)) € M(4) = V1
—_—

v
Dunque, w = s() + eqv € A*. Allora
o(w) = eq(s(a) + eqv)
= eqs(a) + equ
= ea(s(@) +0)
Quindi e, (s(a) + v) ¢ invertibile, ma s(a) + v = s(a) + s(z) — s(a) = s(z) e
dunque ¢(s) = e, s & invertibile. Dunque abbiamo la mappa

S'A — e A

Mostriamo che la mappa ¢ iniettiva. Dobbiamo cioé verificare che se e,g = 0
esiste s € S, tale che sg = 0; ma questo é banale perché e,, € S,,. La surgettivita
é ovvia perché ¢ é surgettiva.
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Teorema 5.13. Sia I un ideale 0-dimensionale, sia f € A. Per ogni o € V(I)
vale

o Ly (An) C A,

e L¢|a, ha un unico autovalore f(a) di molteplicita o = dim(Aq)
Dimostrazione. Sfruttando 'isomorfismo A, ~ e, A, si ha

Li(Aq) = Lye,(A) =eaLs(A) Ce A

da cui il primo punto. Consideriamo ora f — f(«a). Poiché v = e, (f — f(a)) si
annulla in tutte le radici di I, si ha che v € VI e quindi la matrice associata
a Le (f—f(a)) ¢ nilpotente. Dunque gli autovalori sono tutti nulli; d’altronde,
su A, gli elementi sono tutti della forma e,p e dunque la matrice Ly_;(,) &
nilpotente. Dunque tutti gli autovalori della matrice sono f(«).
Teorema 5.14 (Stickelberger). Sia f € K|[z] e sia I un ideale 0-dimensionale.
Sia Ly ’endomorfismo di A = K M/I dato dalla moltiplicazione per f. Allora

o Tr(Ly)= ) paf(a)

aeV(I)

e det(L)= [] flaye

aeV(I)
e II polinomio caratteristico ¢ pr,(t) = H (t — fla))he
aeV(I)

Usiamo le informazioni appena ricavate, e riportiamo qualche risultato senza
dimostrazione. Prima di tutto, presi due polinomi f,u € A, definiamo

gu(fa t) = Zﬂaf(a) H (t - u(ﬁ))
« B#a
dove gli a e 5 sono elementi di V(I), con I 0-dimensionale.
Lemma 5.15.
* gu(f,1) € KTt]

e se u separa gli elementi di V' (I), allora
pevi) = 1) =g 0 sy

Corollario 5.16 (RUR). Dato u € A separatore, p,(t) il suo polinomio carat-
teristico (ossia della matrice M,,), e « € V(I). Allora

o u(w) radice di py(t) (Stickelberg)
e il numero di fattori irriducibili di p,(¢) ¢ uguale a |V (I)| (Stickelberg)

e la molteplicita di « in V(1) & uguale alla molteplicita di u(a) come radice
di pu(t)
e Se y & radice di p,(t), allora
(gu(JJMU(y)) gu(xn,U(y)))
gu(Lu) 7 gu(lu(y))
risolve il sistema di I con la stessa molteplicita di y
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5.3 Forme Quadratiche

Per ultimo, citiamo qualche risultato sulle forme quadratiche, senza dimostrarli.

Definizione 5.17. Dato f € A, definiamo 'applicazione bilineare Ty : A x
A — K data da Ty(h,g) := tr(Lygn). La forma quadratica associata Q(g) :=
tr(Lyg2) si dice Forma Quadratica di Hermite.

Un paio di risultati che valgono in questo caso sono
Teorema 5.18. f €1 < Ti(f,g) =0 Vgec A
Teorema 5.19. f € A = 1k(Qy) = [{a € V(I)|f(a) # 0}

In particolare, per f = 1, otteniamo che

rk(Qu) = [Vl Qu(g) = tr(Ly2)

Se il campo considerato ¢ un sottocampo dei reali, allora possiamo chiederci se
abbiamo informazioni sulle radici reali. Notiamo che in ogni caso T ¢ a valori
reali, e dato che é una forma simmetrica bilineare, & associata ad una matrice
simmetrica reale. Cio implica che ha tutti gli autovalori reali, e vale che

Teorema 5.20. La segnatura della matrice associata a T, intesa come la
differenza tra autovalori positivi e negativi della matrice, &

Ha e V) NR"|f(a) > 0} = [{a € V(I) NR"|f(e) < O}

e il suo rango &

{a e VI)NR"|f(a) # 0}|



Capitolo 6

Basi di Grobner su Moduli

6.1 Ordinamenti monomiali e graduazioni
Consideriamo 'anello dei polinomi in n variabili. Sappiamo che un ordinamento
monomiale é una relazione d’ordine su N” che rispetta le seguenti proprieta:

e ¢ un buon ordine

e Va,B,veN'a<f=a+v< B+

E possibile indurre un ordinamento monomiale tramite matrici. Sia M una

matrice di rango n e siano «, 8 € N™. Diciamo che

a5 a0 gy, i abr P = M(a—f) >1e0 0 = M(a) >0 M(B)

Tale relazione é compatibile con le operazioni, & un ordine totale perché
Ma—-8)# 0 A" Ma—-08)<£0 = Ma—8)=0 = a—F=0

Affinché sia un buon ordine, & necessario che su ogni colonna il primo elemento
non nullo sia positivo. Infatti, se per esempio la prima colonna avesse il primo
elemento non nullo negativo, avremmo

0>z >a7 >8> ...

che é una catena discendente infinita. Questa condizione é anche sufficiente,
poiché x; > 0 per ogni ¢ implica che 2% > 0 per ogni o € N” non nullﬂ e
dunque dato un qualsiasi insieme di {#}, le immagini tramite M ammetteranno
un minimo in lex, che é un buon ordine su N™.

Esempio.

e [’ordinamento Deglex é indotto dalla matrice

1 1

[n—l

0

lusiamo z® come abbreviazione di z{'z5?...z3", cosi come useremo K[z] come

abbreviazione di K[z1,z2,...,Zn]

48
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e [’ordinamento Degrevier ¢ indotto dalla matrice

1 1
0 -1
0 -1
Teorema 6.1. Sia 7 un ordinamento totale su Q™ e siano ug,...,u, € R"

elementi linearmente indipendenti. Allora esiste s < n, ed un mappa

a: (Q",7) — (R®, lex)

v — (ub vl )

che sia ordinata e iniettiva. Detta inoltre d(u) la dimensione dello spazio
vettoriale su Q generato dalle componenti di v € R™, si ha che se

Z d(u;) > n
i=1

allora la matrice

induce un ordine monomiale su Q™.

Il teorema in particolare mostra che ogni ordinamento & rappresentato da
una matrice.

Osservazione 6.2. La corrispondenza matrici-ordinamenti non ¢ biunivoca. Le

matrici
A0
A2 As

inducono, VA1, A3 > 0 e per ogni Ao 'ordinamento lex.

Definizione 6.3. Sia R un anello e siano {R;};cn dei sottogruppi additivi di
R. R é graduato dagli R; se
R=Pnr:

€N
e RZ . Rj g RiJrj.

Una graduazione di K[z, ..., z,] si puo dare anche mediante vettori. Dato un
vettore v, possiamo definire

R; = Span{z® | v' - a = i}

e questo fornisce una graduazione. Notiamo che la gradazione usuale é indotta
dal vettore (1,1,...,1). Se il vettore v ¢ tale che v; > 0 per ogni componente,
si ha che dimg (R;) < oo per ogni 1.

Dato che nella definizione di anello graduato importa solo che I'indicizzazio-
ne avvenga su un monoide, possiamo anche ampliare la graduazione a N™ allo
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stesso modo. In particolare, data una matrice di naturali M anche rettango-
lare, possiamo definire la gradazione di x® come M, che in generale sara un
vettore di naturali. Un particolare tipo di gradazioni sono le cosiddette Grada-
zioni Fini, ossia delle matrici M di rango n. La proprieta peculiare di queste
gradazioni & che

Lemma 6.4. Data una gradazione fine, allora per ogni grado esiste al massimo
un monomio di quel grado. Se la matrice & anche invertibile, allora ne esiste
esattamente uno.

Chiaramente, dato un ordinamento e fissata una matrice che lo induce, esiste
una gradazione associata, data dalla prima riga della matrice. In questo caso,
la gradazione e 'ordinamento vengono detti Compatibili.

Una domanda che possiamo porci é se dato un polinomio in K [z] multivaria-
to, esiste una gradazione che lo renda omogeneo. In generale, se ne esiste una,
allora ce n’¢ anche una determinata da un vettore, ma ¢é facile vedere che per
esempio 72 + x +y € K|x,y] & omogeneo se e solo se il vettore ¢ nullo. Dunque
in generale NON esiste una tale gradazione.

6.2 Ordinamenti su Moduli

Passiamo ora ai moduli:

Definizione 6.5. Sia F' = KJz1,...,2,]". Un monomial term ordering
su F' é un ordinamento totale sui monomi compatibile con 'operazione, che
sia anche un buon ordine, cioé x;e; > e; per ogni %, j, con e; che indicano la
componente in F'.

I term ordering si dividono principalmente in due classi: quelli che su ogni
copia di K[z1,...,xz,] utilizzano ordinamenti diversi o quelli che utilizzano su
ogni copia lo stesso ordinamento. Questi ultimi vengono detti ordinamenti di
Riquer e faremo sempre riferimento a questi.

Tra questi, possiamo ancora distinguere 2 sottoclassi. Diremo che un ordi-
namento é pos+to se prima conta la componente di F' che si prende in conside-
razione e poi Uordine su Klx1,...,x,]; to+pos viceversa.

Teorema 6.6. Sia p un monomial term ordering di Riquet su K[z]". Allora
esistono ey, ..., es, esiste un ordinamento monomiale p' su Kz, eq,...,e5] e t;
monomi di K[z, e] linearmente indipendenti su K[z] tali che la mappa

¢ (K[z]"p) — (Klz,e],p)
€; — ti

sia ordinato, iniettivo e ' |m , = f.

Il teorema garantisce che possiamo vedere un ordinamento di Riquet sul
modulo come un ordinamento monomiale su un anello di polinomi, ma prova
solo l’esistenza di un tale ordinamento; nella pratica si scelgono solitamente due
mappe:

e La prima ¢ usare un numero di variabili e; pari al rango del modulo, e
mandare gli e; di K[z]" negli ¢; di K|z, €.
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e Un altro metodo ¢ utilizzare le potenze di un’unica variabile, mandando
gli e; in e".

e Spesso, vorremmo trovare un ordinamento compatibile con una gradazione
che renda particolari polinomi omogenei. In questo caso, si aggiunge a e
una (o piu) variabile ausiliaria d, in modo che e; — d’¢”.

In tutti i casi, per il calcolo di una base di Grobner é necessario modificare leg-
germente 'implementazione dell’algoritmo per rispettare le operazioni permesse
nel modulo.

Definizione 6.7. Sia A = @A; un anello graduato. Un A-modulo M si dice
graduato se esistono sottogruppi M; tali che

i€l
o AiMj g Mi+j

Un omomorfismo f: M — N tra moduli graduati si dice omogeneo se f(M;) C
N;.

Notiamo che se ho una gradazione di un modulo posso shiftarla, cioé porre
M] = M;;4; questo pud influenzare quindi anche la nozione di omomorfismo
omogeneo.

6.3 Basi di Grobner

Sia M un sottomodulo di F' = KJz1,...,z,]", sia 7 un ordinamento monomiale
di modulo del tipo Pos+To su F' e ¢ 'ordinamento monomiale indotto su ogni
K[z1,...,2,]. 1l calcolo della base di Grobner produce una matrice

RGB,(I) 0 0 ... 0
RGBT(M) — * RGBU(Ig) 0 [N 0

ed ¢ quindi in forma triangolare inferiore.

Definizione 6.8. Se 7 ¢ un ordinamento di modulo con la proprieta che,
comunque dato v € K[z1,...,x,]",

LT, (v) €0s ® K[x1,..., 2] =0 €0, ®K[xy,...,2,] " °
allora 7 ¢ detto di eliminazione per le prime s componenti del modulo.

Notiamo che questo é analogo agli ordinamenti di eliminazione per gli anelli.
In quel caso, infatti, ricordiamo che un ordinamento 7 si dice di eliminazione se
ha la proprieta che

LT(f)r € K|zs,..., 2| = f € K[2s,...,2,]

Sappiamo per esempio che 'ordinamento lex é di eliminazione. In realta, 'unico
ordinamento di simultaneamente di eliminazione per ogni variabile & lex. Per i
moduli, analogo si ha per Pos+To:
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Proposizione 6.9. L’ordinamento Posisas...s,-+To & di eliminazione per ogni
scelta di To.

Una conseguenza di cido € per esempio che dato M un sottomodulo di F' =
K[zq,...,2,]" ordinato con 7 di eliminazione per ey, ..., e, si ha che

RGB;(M)N(0s ® (K[z1,...,2,)"" %) = RGB, (M N (05 ® K[x1,...,2,]" %))

6.4 Sizigie

Definizione 6.10. Siano fi,..., fs elementi di K[z1,...,z,]. Definiamo il
modulo delle sizigie come

Syz(fr,..., fs) ={(a1,...,as) € K[z1,...,2,]° | Zaifi =0}

Chiaramente, la definizione dipende dai polinomi scelti e non dall’ideale che
essi generano; scegliendo altri generatori dell’ideale, le sizigie possono cambiare.
Notiamo inoltre che se 'insieme dei polinomi f; é finito, il modulo delle sizi-
gie & finitamente generato. Infatti ¢ un sottomodulo di Kz, ...,z,]®, che &
noetheriano. Ci chiediamo allora come sia possibile trovarne un insieme di ge-

neratori. Per questo, copiamo il procedimento seguito nell’algoritmo di Euclide

per il calcolo dei coefficienti di Bezout. Dati f1,..., fs, consideriamo i vettori
€1 ey ... €s

Calcoliamo la base di Grobner mediante I'ordinamento Pos+To di eliminazione;
otteniamo allora una matrice

RGB(f1,.--,fs) 0
(r0Ps 10 o
Mostriamo che i vettori colonna della sottomatrice A sono dei generatori per
il modulo delle sizigie di f1,..., fs. Per questo, ¢ fondamentale la seguente
osservazione.

Ad ogni passo dell’algoritmo, la somma delle componenti delle colonne
dalla seconda all’ultima, moltiplicate per il rispettivo polinomio f;, forni-
sce I’elemento in prima posizione. Questo é vero all’inizio e I’algoritmo di
riduzione di Buckberger conserva questa proprieta ad ogni passo.

Sia A; una colonna di A. Per la proprietd enunciata, banalmente queste
sono sizigie, perché la prima componente della colonna corrispondente ¢ nulla.
Viceversa, sia v una sizigia. Mostriamo che v € A. Consideriamo il vettore
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e riduciamo questo vettore secondo la base di Grobner data dalla matrice [6.1}
Questa infatti ¢ una base di Grébner rispetto all’ordinamento Pos inverso, cioé
s> s—1>--->1. Chiaramente la riduzione produce il vettore

0 > vifi

V1 0
%

Vg 0

Dato che v & una sizigia, si ha allora che tale vettore riduce a 0, e dunque sta
in M. Questo implica che riduce a 0 per una qualsiasi base di Grébner di M;
in particolare questo avviene per la base di Gfobner della matrice [6.2 Ma dato
che la prima componente del vettore & nulla, questo significa che in realta v
riduce a 0 secondo la divisione per A, da cui la tesi.

Questo si pud vedere in maniera pitl rapida tramite

Zvifi:O - Zvi (f) = (2) — veEA

6.4.1 Generatori Minimali

Preso un ideale I = (f1,...,fs) di K[z1,...,z,], ci chiediamo se riusciamo a
trovare un set di generatori minimale tra gli stessi f;.
Per prima cosa notiamo che

fl S (fg,...,fn) < 3(1,}12,...,}15) ESyz(fl,...,fn)

Ma allora, calcoliamo una BGR delle Syzigie, e rifacciamo le BGR delle righe

BGR(Syz1)
BGR(Syz) — :

BGR(Syzs)

avremo che le righe la cui base di Grébner & (1) corrisponderanno a f; che pos-
sono essere ottenuti come combinazione lineare degli altri. Dunque eliminare
questi f; ci fa rimanere con un set minimale di generatori.

Notiamo che se prendiamo I omogeneo, con gli f; omogenei, possiamo pren-
dere lalgoritmo sopra e spezzarlo a seconda dei gradi degli f;. Infatti se pren-
diamo f1 e fo, e poniamo che deg(f1) < deg(f2), e che fi puo essere eliminato
dal set dei generatori, allora f; = > h;f; = ho =0.

Dunque dividiamo gli f; per grado. Se d ¢ il grado minore, allora posso
applicare 'algoritmo sopra solo ai polinomi di grado d. Andando avanti cosi,
quando arriviamo al grado s, possiamo applicare ’algoritmo solo ai polinomi di
grado s e quelli di grado minore che sono gia stati ridotti.

Questo metodo permette di risparmiare molto in termini computazionali.

Notiamo che se gli f; non sono omogenei, lo stesso discorso non vale: in
(22,93 — x,9y3) T'unico set di generatori minimali ¢ (y3 — x,9%), ma 22 ¢ il
termine col grado minore.
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6.5 Operazioni sui moduli

6.5.1 Sistemi

Siano A, B matrici a coeflicienti in K[x1,...,2,] e supponiamo di avere il siste-
ma AX = B, dove X ¢é una matrice. L’obiettivo che ci poniamo ¢é di risolvere il
sistema; per questo, fissiamo un ordinamento 7 del tipo Pos + To. Calcolando
la base di Grobner del modulo, otteniamo:

B A RGB,(AB) 0 0
I o | BGE-, % c 0
0o I * D E

Teorema 6.11. Il sistema ammette soluzioni se e solo se C = I. Inoltre le
soluzioni sono del tipo D + ¢, dove € € (E).

Dimostrazione. Sia V una matrice tale che AV + B = 0. Allora

AV+B=0 < (B A) <é> =0 <= (é) € Syz(B|A) = Span (109 2;)

‘j/-v riduce a 0 se divisa per una base di Grébner
delle sizigie. Questo implica allora che C' = I (ricordiamo che la base di Grébner
si suppone ridotta) e inoltre

)-69)-0

e dunque V — D € (E) da cui la tesi. O

Di conseguenza, la matrice

Abbiamo quindi trovato un algoritmo per risolvere i sistemi. Pero si puo dire
qualcosa di pit: notiamo in effetti che E sono le Syzigie di A, ossia AE = 0,
dunque si pud considerare come D soluzione particolare, e E soluzione omogenea
di AX = B. Cio vuol dire che per stabilire se il sistema ha soluzione, e per
trovarne una, basta controllare che C = I, e in questo caso si ci puo fermare, e
fornire D come soluzione.

Questo metodo é anche utile in molti contesti. Per esempio, se abbiamo una
funzione K[z]-lineare tra due moduli K[z]" — K|z]®, e vogliamo trovare la con-
troimmagine di un vettore B, basta risolvere AX = B, con A matrice associata
all’applicazione. Per fare piu in fretta, si puod cercare la controimmagine di una
base, risolvendo AX = 1.

6.5.2 Intersezione, somma e divisioni di sottomoduli

Siano M, N sottomoduli di un modulo libero; con un abuso di notazione, indi-
cheremo con M anche la matrice le cui colonne sono dei generatori del modulo
M e lo stesso faremo con N. Supponiamo poi che NN M C Klxy,...,z,]".
Allora, scelto 7 ordinamento del tipo Pos + T, si ottiene

M N\ reB. (RGB.(M+N) 0
0 N ’ « RGB,(MNN)
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Per calcolare invece I'ideale dato dalla divisione di due sottomoduli, notiamo

che vale la formula .

(M: N)=((M: n;)

i=1
dove n; sono le colonne di N. In questo modo, ci possiamo ridurre a calcolare
la divisione di un modulo per il singolo vettore. Abbiamo allora

(1\04 11)) — <: RGB(OM:U)>

La stessa cosa puo essere fatta nel caso di un ideale; dato cioe f € K[xy, ..., x,],
per calcolare (M : f) basta calcolare una base di Grébner

(J\g ij> — (I RGB(J(\)/I:(f))>

I precedenti si possono anche combinare: se per esempio avessimo M, N C
Klzy,...,2,]" due moduli, v € Klz1,...,2,]", e I un ideale, e volessimo
calcolare (M N N): (v)) NI = J, basterebbe scrivere

M N 0 0 RGB,(M+N) 0 0 0
0 N v 0| RGB.- * * 0 0
0o 0 1 1I * * ok 0
0 0 o0 I * x x RGB(J)

Per dimostrare che gli algoritmi enunciati sono corretti, ricorriamo ai seguenti
due lemmi:

Lemma 6.12. Sia M un sottomodulo di K[z1,...,2,]|" e sia I un ideale di
K[zy,...,2,]. Sia v; un elemento di Klz1,...,2,]" e sia vy un elemento di
K[z1,...,2,]%. Sia M’ la matrice

M I"Ul
0 I'UQ

Allora M' N (0, N K[x]*) = (M : v1) N I)vg. Inoltre

~n _ (RGB(M + Ivy) 0
RGB(M') = ( } RGB(((M : v1) N Iwa)
Lemma 6.13. Siano M, N sottomoduli di K[x1,...,2,]" e siano f, g polinomi

di K[z1,...,x,). Allora

(]\04 gx) M0, & Kler,....2a]” = g(M: (f)) N N)

Inoltre,

. (RGB(M, fN) 0
RGB(M') = ( * RGB(g((M : (f)) ﬂN»)
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C’é un’altra operazione che si puo eseguire estraendo la base di Grobner. Ci
accorgiamo infatti che dati due ideali I, J in Klz1,...,z,], allora la sequenza
di ideali I : J™ & stazionaria, in quanto J™ é decrescenze, e per noetherianita
finita. Dunque possiamo definire

Definizione 6.14. Dati due ideali I, J, allora il limite di I : J™ é chiamato il
Saturato, e viene indicato come [ :*° J.

e 'operazione che ci permette di calcolarlo tramite le Basi é

I:>°(f)=@Ltf —1)NK[z1,...,2,]

6.6 Serie di Hilbert

Torniamo all’algoritmo classico per il calcolo di una base di Grébner.

Uno dei vantaggi di avere un algoritmo é per esempio che possiamo dire
quando un certo elemento ha un inverso in un quoziente. preso infatti un ideale
I C K[z], e un elemento f € A= K[m]/p ci chiediamo se ha un inverso gf =1
in A.

Sappiamo che in Klz, t]/(L tf —1)un inverso di f é t, e chiederci se esiste
un g in K[z] per cui gf = 1 equivale a chiedere se t — g appartiene alla BGR di
(I,tf —1). Dunque abbiamo una maniera algoritmica per scoprirlo.

Prendiamo ora un ideale I omogeneo, e incominciamo ad applicare 1’algo-
ritmo per estrarre la BGR, ma lo eseguiamo decidendo di fare gli S-polinomi
prima degli elementi dei gradi pitt piccoli, e ridurre il pitt possibile.

Un modo per sapere in anticipo quando fermarsi con gli S-polinomi di un de-
terminato grado, & per esempio conoscere quanti polinomi omogenei di grado
fissato non si riducono a zero, ossia conoscere

dimse (KIby), = dimue (g p)), = ma

cosi, se arriviamo a (d;;’_ﬁl) — myg termini nella base con termine di testa di

grado d, sappiamo che abbiamo finito, poiché non ne possiamo aggiungere altri.
Per fare cio ci conviene prendere un ordinamento grado-compatibile.
Queste utili dimensioni mg4 sono contenute nella

Definizione 6.15. Funzione di Hilbert

H:N->N  H(d) = dimg (K[x]/l)d

e nella

Definizione 6.16. Serie di Hilbert-Poincaré

HP(X) := Y H(d)\*
d

Per calcolare queste serie, abbiamo bisogno di alcuni lemmi
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Lemma 6.17. Data 0 = M — N — P — 0 sequenza esatta corta di K[zl
moduli finitamente generati. Allora la dimensione come K-spazio vettoriale &
additiva, ossia

dimg (N) = dimi(M) + dimg (P)

Lemma 6.18. Data F' € K|[z] omogenea di grado d, e M un K{[z]-modulo
finitamente generato, allora la sequenza

O%M/(O:(F))%M—)M/FM%O
é esatta ed omogenea se al primo modulo attuiamo uno shift di grado pari a —d.

z]

Se nel lemma precedente poniamo M = K| VT, con I monomiale, diventa

Quindi per calcolare la serie di K M/( F,I) con J = (F,I), possiamo utilizzare

d
APy, = HPey, = A" HPy =)y

Dove sia I che I : (F') hanno almeno un generatore in meno rispetto a J, dunque
iterando, questo procedimento porta alla soluzione. Sappiamo inoltre che

1
APk = g3y
espresso come serie formali. Dunque in generale, avremo che la serie
_ ()
HPxiay, = 7

con il numeratore che € un polinomio dipendente da I, che indicheremo come
< I >= p(A). Per calcolare questo polinomio, nel caso monomiale, bastano le
seguenti regole algoritmiche:

Lemma 6.19. Sia I un ideale monomiale di K[z] e sia 2® € K[z] un monomio.
Allora

e <0>=1

e <1>=0

o <z >=1-— )\l

o <zl >=1-Nelg el <1 >

o < z>=<T>-NM<T:2o>

Dimostrazione.
1. Sappiamo che il numero di monomi di K[z1,...,x,], ossia la dimensione
di K[z]4, ¢ dato da
d—1
dimKK[x}d = (TL+ )
n—1

Dunque
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2. Se J =1, K[z]/J = 0 e dunque la dimensione dei polinomi di grado d nel
quoziente ¢ 0.

3. Procediamo per induzione sul grado del monomio. Se |a| = 1, vale

K[:El’”.’xn]/xa ZK[ylv"ﬂyn—l]

e dunque
1 1—A
K| ]/wa( ) (I—MN)n1  (1—=A)r
Supponiamo ora |a| > 1 e z% = z{*...2%. Possiamo supporre che

aq > 1. Utilizzando il lemma [6.18| con F' = x1, otteniamo

]/(zo‘:acl)

Dato che (z® : x1) = 2 x5? ... 2", per ipotesi induttiva vale

1 — A=t
H Py A)=——""7—
Ki ]/(wo‘:wl)( ) (1 — )\)n
Per quanto visto nel caso base, si ottiene

1 — Mel=t 1—\ 1 — el
HP = =
kel N = AT Y AT G

4. Consideriamo J = (x“I). Utilizzando il lemmal6.18|con F' = z* otteniamo
H Prepay/5(A) = N H Py wo 1200y () + HPre[) /e (A)
Dato che (z*I : ) = I, otteniamo dal punto precedente

Mol < 1> 41 — Al
(L=

HPrppy/0(A) =

5. Utilizzando il lemma [6.18 con F' = z®, otteniamo
H Pya))(r.00)(N) = HPrc(a1(A) = N H Py 1oy (N)

da cui
<Iz®>=<I>-Nl<p:0%>

O

La divisione per un monomio é un’operazione semplice se i generatori sono tutti
monomi, poiché allora vale che

(z* oo z%) = (2 )+ (2% x®)

e la divisione tra monomi &

(27 1 a) = (mﬁ/ gcd(a:ﬁ,x’*))

L’algoritmo per calcolare < I >, dunque, prende in input un insieme di monomi
L che generano I, e ad ogni passo agisce con un monomio effettivo, ossia che
renda i generatori pitt semplici.
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Interriduciamo L

if L = (2, 2%) then return 1 — Al°l 4 \IBI(1 — \lo=8l)
end if

Scegliamo un z® effettivo per L

return < (L,z%) >+l < L1z >

Per scegliere 'elemento effettivo, si considera una delle variabili presente
nella maggior parte dei termini e si prende uno dei due seguenti:

e Consideriamo tre termini in cui tale variabile compare. L’elemento effet-
tivo sara il GCD dei tre termini.

e Consideriamo due termini in cui tale variabile compare. L’elemento effet-
tivo sara la piu piccola potenza della variabile scelta che compare nei due
termini.

Non c’¢ una scelta piu conveniente dell’altra, poiché esistono esempi in cui fun-
ziona male una, mentre l'altra bene.

Dato un modulo M dentro K[z]", con un ordinamento pos+to, possiamo
definire una funzione (e quindi una serie) di Hilbert tramite

H:N—>N H(d) = dimg My
dove stiamo mettendo su K[z]" una gradazione compatibile con 'ordinamento.
Estraendo una base di Grobner di M, possiamo spezzarlo in sottomoduli
M; C K|x], rappresentati dalle colonne con lo stesso numero di zeri nelle prime
componenti.
L 0 ... 0
M—=1. . .

* % * I,

Per additivita della serie di Hilbert, avremo che

Z HPk[I]/II = HPk[:c]T/M = HPk[z]r — HPy = rHPk[x] — HPy,

e dunque
r— Z <I; >
HPy = ———-—
M =)

6.6.1 Ideali Omogenei

Dati due ideali omogenei I, J nel solito anello di polinomi, allora TN J, I : J,
I :*° J sono ideali omogenei. Sappiamo inoltre che gli ideali monomiali sono
omogenei, ma purtroppo le Syzigie fatte su dei monomi non sono un ideale
monomiale in generale, e neanche omogeneo.
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Se pero prendiamo (f1, ..., fs), con ogni f; omogeneo, ¢’¢ un trucco per far
tornare le Syzigie omogenee: basta mettere i giusti gradi alle componenti del
modulo delle Syzigie.

fl fs
deg(fr) — 1 ... 0
degkfs) — O 1

Questo garantisce che i vettori siano omogenei dall’inizio alla fine.

Lemma 6.20. Dati I C J ideali omogenei, allora

H g

/I(d) Z HK[x

y (@) vd

e vale 'uguale se e solo se I = J
Dimostrazione. La disuguaglianza ¢ ovvia. Se poniamo H PK[I]/I =H PK[w]/Jv
e I # J, allora esiste un minimo d naturale per cui I # Jy, dove Iy = BGR4(I)
sono gli elementi della base di Grobner ridotta di I con grado minore o uguale
a d. allora f € I; se e solo se ¢ di grado minore o uguale a d e si riduce
a zero tramite BGRy(I). Dato che I; # J4, allora esiste f € Jy che non
appartiene a I, ossia si riduce a f' # 0. Dunque Lt(f’) ¢ Lt(J4), ma allora
HK[m]/I(d) # HK[z]/J(d), assurdo. O
Questo risultato ci permette di modificare leggermente il calcolo di una base
di Grobner di un ideale. Infatti, calcolare H 1, (d+1) ci da un limite superiore
d

al numero di polinomi di grado d+1 che non si annullano nella base di Grébner,
ossia fornisce un controllo per il calcolo degli S-polinomi. Per ottenere questo
numero, basta calcolare

HI/Id(d +1) = Hgpy Id(d +1) - HK[I]/I(d +1)

che sara positivo grazie al lemma sopra.

6.7 Risoluzione Libera Minimale

Dato un modulo M C K{z]", vorremmo trovare una sua risoluzione libera, ossia
una successione esatta di moduli liberi su K[x] fatta come

s M s M M -0 MY =K[z]"

Un metodo per farlo é prendere le Syzigie di una base di Grébner del modulo ad
ogni passaggio, ossia dato L = (f1,..., fs) BGR di M, allora Syz(L) C K[z]® =
M’, e definiamo la mappa

M — M

e > fi
Induttivamente, detta L(Y) = (gq,...,gx) la base di Grébner del modulo delle

sizigie in M, si pone M+ = K[z]* e si calcola la base di Grobner LG+ di
Sy=(L),
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Esempio. Consideriamo l'ideale I = (x,y) in Klz,y]. La risoluzione libera
minimale sara

0= Ko,y 5 Kz, y? S T—-0 f(1) = —yer +zes gler) =z, 9(e2) =y

Un vantaggio di questo metodo ¢ che se prendiamo M = I C K[x] omogeneo,

allora il numero di moduli nella risoluzione ¢ finito, ed ¢ minore del numero di
variabili dell’anello.
Notiamo che le sizigie di un anello dipendono dai suoi generatori, soprattutto dal
loro numero, poiché questo fa cambiare le dimensioni dei moduli della risoluzione
libera minimale. Per fissare un metodo, si prende una base di Grébner (Ridotta)
dell’ideale, e si estraggono le Syzigie di quei generatori, quindi si calcola la base
di Grébner delle syzigie e si continua fino alla fine della risoluzione libera, ossia
quando le Syzigie si annulleranno.

Dal punto di vista algoritmico, questo corrisponde a prendere una BGR
dell’ideale di partenza, aggiungere una matrice identita, calcolare le sizigie ed
iterare. Se J ¢é l'ideale di partenza,

) () (P8 ) ()

Un’alternativa consiste nell’aggiungere delle variabili ausiliarie S, T di grado
0, per indicare a che modulo della risoluzione siamo, e in quale componente del
modulo. Se inoltre I’ideale iniziale J é omogeneo, si pud aggiungere una variabile
D di grado 1 per mantenere 'omogeneita dei termini nei diversi passaggi.

L’algoritmo complessivo non & semplice da spiegare nei dettagli, dunque
diamo l'idea generale.

e l'ordinamento avviene tramite la matrice

1 ... 1 0 10

0O ... 0 -1 0O

0 ... 0 0 01
1d 0

dove le ultime tre colonne sono riferite rispettivamente a S, D, T, mentre le
prime alle variabili . Notiamo che, dato che gli elementi sono omogenei,
saranno separati prima per S e poi per 7.

e Si incomincia con gli elementi dell’ideale J, e si prova ad estrarre una base
di Grobner con un ordinamento Deglex. L’idea € che finché riusciamo
a ridurre attraverso ’algoritmo classico, non ci conviene fare le Syzigie.
Notiamo che nel ridurre NON possiamo moltiplicare per S o per T', perché
queste indicano la posizione dell’elemento, e non il suo valore o grado.

e Dato che comunque vogliamo fare al massimo un passo alla volta, vorrem-
mo che un singolo termine, lungo tutto ’algoritmo, possa avere al massimo
due potenze diverse, ma consecutive, di S. L’idea é che vogliamo calcolare
un set di generatori delle Syzigie, prima di calcolarne di nuovo le syzigie.
Dunque, definiamo lo “scarto” di un termine come il numero di potenze
diverse di S che appaiono.
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e Se un polinomio non ¢é pit riducibile, ossia tutti i suoi S-polinomi sono zero,
ed é ridotto con gli altri elementi che sono presenti, allora la sua “testa”,
ossia i suoi termini con grado di S minore, apparterranno alla relativa base
di Grébner, dunque lo segnamo. Ci si presentano due possibilita:

— Se lo scarto é uno, allora non facciamo niente

— Se lo scarto € zero, possiamo cominciare ad estrarne le Syzigie, at-
tacandoci una “coda™ se il termine di testa & cz®S*D*T!, allora
aggiungiamo S+ Dk+eT?  Essenzialmente, stiamo aggiungendo una
colonna della matrice identita, infatti la .S ci dice che siamo passati al
prossimo modulo, e aggiungiamo all’esponente della D il grado delle
variabili z in modo da farlo rimanere omogeneo. L’esponente da dare
a T indica il numero della colonna dell’identitd aggiunta.

e Alla fine, gli elementi segnati comporranno le basi di groebner relative ai
moduli indicati dalle S, dunque le BGR delle varie syzigie.

6.8 Equazioni in Z/nZ

Vorremmo ora trovare le radici di un polinomio con coefficienti in Z/nZ. Se n &
piccolo, & meglio farlo a mano, dunque supponiamo n >> 0. In generale, pero,
n avra una fattorizzazione, dunque si spezzera in pezzi del tipo Z/p®Z, dunque
possiamo trovare le soluzioni i e rimontare con il teorema cinese del resto. In
realta troviamo piul soluzioni di quelle che in realta esistono, ma a questo punto
basta provarle.

Per prima cosa, consideriamo il caso Z/pZ. Notiamo che non conviene uti-
lizzare 'algoritmo di fattorizzazione perché abbiamo bisogno solo dei termini
lineari. Calcoliamo allora la parte lineare mediante il massimo comune divisore
g = (f,2? — z). Se g ha ancora grado 0,1 o 2, & possibile ricavare a mano tutte
le radici (a meno di saper calcolare 'inverso, e la radice di ogni classe di resto).
Altrimenti, si prova a fattorizzare ancora tramite

(f, (gchra)pz;1 - 1)

al variare di a tra le classi di resto. La probabilita di scegliere un a sbagliato,
¢ 21=deg(f) . Per trovare la molteplicita, ¢ sufficiente provare a dividere per le
radici trovate in questo modo.

Trattiamo ora il caso di Z/p®Z. Dato che sappiamo risolvere il proble-
ma per a = 1, procediamo per induzione e supponiamo di conoscere le radici
ai,ag,. .. 0 in Z/p*~1Z. Vogliamo scoprire quali di queste si sollevano a
radici in Z/p*Z.

Lemma 6.21. Sia z unaradice di f(x) € Z[z] suZ/p*~1Z esia f'(x) la derivata
di f(x). Allora

o f/(2) #0 (mod p) =
IyeZ/p*Z : fly)=0 (modp®) y=2z (modp> )
e /() =0 (mod p) f(z) =0 (mod p*) —>

Vs € Z/pZ fz+sp* =0 (mod p*)
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e /'(z)=0 (mod p) f(2) #0 (mod p*) —

PyeZ/p®Z : fy)=0 (modp®) y=z (modp* 1)

Dimostrazione. Cerchiamo x = z + sp®~ ! € Z/p®Z che risolva f(z) = 0
(mod p*) e s € Z/pZ. Ma

f+sp*™ ) =f(2) +sp° 1 f'(2) =0 (mod p*) <=

e da qui segue la tesi
O

Dato che le radici in p® si riducono a radici in p®~!, abbiamo trovato tutte
le radici.
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