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1 Preliminari

In questa relazione, tratteremo dei Metodi di Piani di Taglio per la minimiz-
zazione di funzioni convesse su domini compatti e poliedrali. Dapprima diamo
una formulazione generale di questi metodi, per poi specializzarci a quelli che si
basano sui Bundle.

1.1 Algoritmo Generale

Nella loro versione generale, questi algoritmi si possono descrivere e analizzare
senza fare riferimento alla funzione da minimizzare o al dominio.

Idealmente, vogliamo trovare un punto particolare in una Regione Ammis-
sibile F' C R™, ma visto che in generale questa & complicata da esprimere,
prendiamo uno spazio U° che "approssima" F, e che sia facile da descrivere.
Generiamo dunque una successione di spazi U¥, con lo scopo di avvicinarci
sempre di pit al punto cercato in F'.

Per fare cio, facciamo riferimento a tre funzioni particolari

e Hv)={xz e R"|a(v) +b(v)'z > 0} porta punti in semispazi.
E la funzione che da il nome al metodo. Ad ogni passo, andremo a
ritagliare gli U” intersecandoli con il semispazio dato da H. Inoltre ha
la proprieta che U¥*! = U¥ N H(vy,) # (), e le funzioni a, b sono continue.

e A porta punti in insiemi.
Serve per determinare il vettore v su cui verra costruito il semispazio
H(v). In particolare, se w & un vettore non ottimale per il problema,
allora v € A(w) ¢ tale che w & H(v).

e I porta insiemi in insiemi.
Sara la funzione che cerca dentro Uy i punti che piu probabilmente si
avvicinano alla soluzione del problema. In particolare vale I'U) CU VU

L’algoritmo genera dunque una successione di punti wy, € I'(U¥), ed & strut-
turato in modo che se wy € F, allora questa é la soluzione cercata.

Ponendo k = 0, l’algoritmo, che d’ora in poi chiameremo (CPG), sara

wo € F(UO)

while wy ¢ F do
V € A(wk)
Ukt =U*n H(vg)
Wk+1 S F(Uk+1)
k=k+1

end while

return w;




Notiamo che se l'algoritmo termina in finiti passi, allora siamo riusciti a
trovare una soluzione ottimale. Se invece va avanti indefinitivamente, riusciamo
comunque a fornire un primo risultato di convergenza

Teorema 1. Nel caso in cui
(a) L’algoritmo (CPG) genera una sequenza infinita di spazi U* e punti wy, vy
(b) Tutti i wi e i vk sono contenuti in un insieme compatto

(¢) Sew & F, allora A ¢ chiusa in w. Ossia

2= w, yp € Azk), Y —y = y=Aw)

Allora ogni sottosuccessione dei wy, convergente tende alla soluzione ottimale.
Grazie alla compattezza, inoltre, ne esiste almeno una.

Proof. Prendiamo una sottosuccessione convergente dei wy, e da questa ne es-
traiamo un’altra in modo che anche i v corrispondenti convergano. Per sem-
plicita, denoteremo questa sottosuccessione con lo stesso indice k. Poniamo
dunque wy — w, vy — v. Sappiamo che vy € A(wy) implica, per chiusura,
che v € A(w). Se w non fosse una soluzione ottimale, allora w ¢ H(v), ma
wy, € T(U¥F) C U* C H(v,_1), ed in generale wy € H(v,) ¥ h < k. Dato che
H(v) é chiuso, allora w € H(vi) Y k, e dato che H & pure continua, w € H(v),
assurdo. Dunque w ¢ una soluzione ottimale. O

Forniamo un po’ di osservazioni, che permettono di comprendere meglio la
natura delle ipotesi del teorema:

e Notiamo innanzitutto che gli Uy generati sono strettamente contenuti gli
uni negli altri, poiché

wkeF(U’“)gU’“ ’UkGA(wk) — Wy ¢H(vk) = wng’“H

Inoltre, i wy, sono contenuti definitivamente in ogni Uj,, dunque basta che
esista un Uy limitato per far si che i wy siano contenuti in un compatto.

e La condizione (¢) & una generalizzazione del "Grafico Chiuso", che nel
caso in cui A porti punti in punti, é equivalente alla continuita. In questo
caso, inoltre, se i wy sono contenuti in un compatto, lo saranno anche i vy,
poiché v = A(wg).

e Notiamo infine che se U ¢ facilmente esprimibile, allora lo saranno anche
gli U*, in quanto sono intersezioni di U° con vincoli lineari.

Cerchiamo adesso di specificare gli algoritmi nel nostro caso, ossia con fun-
zioni e domini convessi.



1.2 Piano di Taglio Classico

Data una funzione convessa e continua f(x), ed un dominio compatto e poliedrale
C C R™, il nostro problema sara

(P)  min f(z)

Dato che il dominio ¢ compatto, e la funzione & convessa, allora esistera
sicuramente un minimo in C', che chiameremo Z.

Grazie alla convessita, sappiamo che f(z) ¢ il limite superiore degli iperpiani
tangenti dati dai sottogradienti. L’idea, quindi, ¢ di ritagliare via il sottografico
di f(x) tramite iperpiani tangenti, e cercare il minimo dello spazio rimanente.
Piu nello specifico,

e Dati dei punti {z1, 22, ...,2,} € C, per ognuno ricaviamo un sottogradi-
ente s; € df(x;), e consideriamo gli iperpiani tangenti

fity) = fla)+ < sy —x; >

e Tutti questi iperpiani sono contenuti nel sottografico di f(z), dunque an-
che il loro massimo lo sara

pm(y) =max fi(y)  m(z) < f(x) Vo e

e Preso un minimo z,,+1 di ¢, () (ricavabile tramite un problema di Pro-
grammazione Lineare), avremo che ¢, (2m11) < f(Z), e un buon test di
ottimalita sara

f(xm—&-l) - @m(l‘m—&-l) < tol

e In caso non passasse il test, si aggiorna @, e si ripete
Smt1 € Of (Tm+1) fmt1(¥) = f(@mi1)+ < Smt1,¥ — Timg1 >
Pm+1(y) = max{pm (), fm+1(y)}

Prendendo come dati iniziali k = 1, g = —00, 6 = oo, 1 € C, tol > 0,
allora il nostro algoritmo (CP) si presenta come

while 65, > tol do
s € Of(x)
er(y) = max { @r_1(y), f () + < sp,y — 2 >}
Tht1 € argmin gx(y)
k=k+1
Ok = for) — or—1(xk)
end while
return z;




Nelle notazioni dell’algoritmo (CPG), diremo che la regione ammissibile F' &
il sopragrafico, modificato tramite tol, ossia

F={(z2)]| flz)—2<tol, x€C}

e 1 punti wy che generiamo sono le coppie (¢r—1(zk),zr). L’algoritmo infatti
termina se wy € F', ossia se

O = flag) — pr—1(xx) < tol

Vediamo ora che riusciamo a ricondurre 'algoritmo (CP) al (CPG), e scegliendo
opportunamente le funzioni e gli spazi, soddisfa le ipotesi del Teorema 1

U* Idealmente, i nostri U¥ dovrebbero essere le regioni delimitate dagli iper-
piani, ossia U¥ = {(z,2) | 2 > ¢x(x), x € C'}, ma questi non sono com-
patti, poiché illimitati nella prima componente. Per ovviare a cio, si prende
un limite superiore dato dal punto iniziale x1:

U* = {(2,2) | f(z1) 2 22 pn(2), 2€C}
Dunque i vettori wg sono contenuti in un compatto.

H Le funzioni continue che definiscono H saranno
a((z,8)) =<s,z>—f(x)  b((w,s)) =(1,—s)

H((z,8) ={(2,9) | 2> f(a)+ < s,y —z >}

Ovviamente, UF*! = H(v;) N U* non sara mai vuoto, in quanto conterra
sempre la coppia di valori ottimali (f(z),z)

A La funzione A ci fornisce i sottogradienti

A((z,2)) = {z} x 0f (x)

Questa ¢ una funzione chiusa grazie alla continuita e convessita di f(z) sui
compatti, ed & fatta in modo che se (z,2) € F, allora qualsiasi elemento
(z,s) € A((z,z)) produca tramite H un iperpiano che taglia fuori (z,z).
Le immagini sono contenute in C' X U,ccOf(x), che ¢ limitato, e dunque
anche i v sono contenuti in un compatto.

T' La funzione I risultera semplicemente

(V) =argmin{z|(z,2) €V}



1.3 Problemi

L’algoritmo (CP), nonostante il risul-
tato di convergenza, presenta alcune
particolarita che rallentano di molto
il metodo.

1. Il metodo non é necessariamente
di discesa, ossia non ¢& vero che

f(@rt1) < flor)

2. Quando il metodo arriva molto
vicino al minimo, ma non
si ferma, liperpiano generato
all’iterazione successiva & circa
orizzontale, e fa allontanare di
molto i punti successivi, come si
pud vedere nella figura a fianco.

L L
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3. Quando il numero di funzioni che definiscono ¢} diventa grande, il prob-
lema lineare risulta sempre piu difficile da risolvere

4. Quando ¢y ha pit di un minimo, una scelta sbagliata di quest’ultimo puo
avere conseguenze disastrose.

Un esempio del quarto problema
si riscontra a dimensione n > 2 (nel
disegno n = 2), con la funzione
f(x) = |z||> — 1 + 2), dove X &
piccolo. Facendo partire 1’algoritmo
(CP) dal punto (0,0), al primo passo
tutti i punti del dominio sono di min-
imo per ¢1(y). Se imponiamo la re-
gola che quando ¢ possibile scegliamo
solo punti di minimo di norma 1, al-
lora prima di avvicinarsi di nuovo a
zero, I'algoritmo dovra eliminare tutti
i vettori di norma unitaria con i piani
di taglio (nel disegno, il cerchio uni-
tario ¢ disegnato in rosso). E possibile
ricavare che ci vogliono almeno

k=2(4\)""/2

passi perché cio avvenga. Se per esempio A = 0.025 e n = 20, allora questo
numero diventa k > 2 % 10'0, e serve solo per ridurre I’errore di 0.05.



2 Metodi Bundle

I Metodi Bundle si presentano in maniera piu generale dell’algoritmo (CP).
Come anticipato, avremo bisogno di modificare vari step, quali il problema di
minimizzazione lineare che ci permetteva di ricavare x11, il calcolo dell’errore
Ok+1, ed anche la funzione ¢ (y).

Nel descrivere questi algoritmi, poniamo che il dominio della nostra funzione
f(z) sia tutto R™ per semplicita, ma & facile riadattare il tutto per un dominio
C' poliedrale.

Vediamo adesso come si presenta I’algoritmo, che chiamiamo (GB):
Partiamo da z1 =y; € C, § =00, k =1, e con p1(y) = f(y1)+ < 51,y — y1 >,
dove s; € 9f(y1). Fissiamo inoltre due costanti tol > 0 e 0 < m < 1, ed un
parametro iniziale puq > 0.

while 65, > tol do

Yk+1 € argmin pbm(px, fik, Tk)

Okr1 = O(f, Or, Ykt1, Tk)

if f(xr) — f(yrs1) = mpy1 then
Tht+1 = Yp+1  (descent-step)

else
Tpy1 =2 (null-step)

end if

Pr+1 = updmod(f, ik, Pk, Yk+1, Yk, Tk)

Pk1 = updpar(f, fi, Ye+1, Yk Tr)
kEk=k+1

end while
return z;

Specificheremo le varie funzioni nei prossimi paragrafi. Per ora, invece, par-
liamo della soluzione al problema 1.

Possiamo notare che ’algoritmo genera due sequenze di punti y e . I primi
sono la sequenza di punti classica che avevamo anche nel (CP), mentre gli xy,
rappresentano una sottosuccessione degli yx, € sono detti centri di stabilita.

La condizione

(k) = f(Ykt1) = mbpy1 >0
fa si che se due elementi consecutivi z; non sono uguali, allora f(zpy1) =
fyk+1) < f(zy), assicurando cosi che gli z; siano una successione discen-
dente. Il parametro m decide di quanto deve migliorare ’approssimazione ad
ogni passo, ossia la "velocita" di convergenza degli xy.

Un altro comando che potremmo aggiungere al programma, é di fermarsi se
trova un sottogradiente di norma abbastanza piccola, anche perché sappiamo
che un punto é di minimo se e solo se 0 appartiene al sottogradiente.



Vediamo adesso come risolvere i problemi di oscillazione.

2.1 Penalizzazione

I problemi 2. e 4. erano causati dal fatto che i minimi della funzione @y
non erano sempre delle buone scelte, a volte perché troppo lontani dai punti
precedenti, a volte perché non unici. Una volta che abbiamo dei punti xj che
designiamo come "buoni", possiamo provare a cercare dunque i punti successivi
in modo che siano "vicini" agli x.

Un metodo per fare questo, é cercare yi1 che risolva il Problema Penalizzato

. . 1 2
Yk+1 = arg min pbm(py, pk, Tx) = argmin | ¢k (y) + iﬂk”y — i

La funzione ¢ (y) sara diversa da quella dell’algoritmo (CP), ma in ogni caso
rimarrd un massimo di funzioni lineari, dunque pbm risulta essere un problema
quadratico. Quando pg > 0, notiamo inoltre che la funzione da minimizzare
diventa fortemente convessa, e pertanto possiede un unico minimo, risolvendo
cosi il problema 4.

Con questa scelta, inoltre, modifichiamo anche ’errore

1
S = £an) = (sunin) + el — ol

e, dato che yi4+1 € il minimo per pbm,

Ops1 = flar) — (‘Pk(yk+1) + %Nk”ylwrl - xkz) > f(zr) — pr(rx) >0

Notiamo che scegliere un py, grande, da un lato non permette agli yx1 di allon-
tanarsi troppo, ma dall’altro rende 1’errore piccolo, facendo si che il programma,
sia meno rigido nell’accettare i punti come soluzione ottimale. Di solito, si
sceglie un parametro pp piccolo, e si aggiorna in modo opportuno passo per
passo.

Possiamo ricavare delle osservazioni importanti dal duale del problema pe-
nalizzato, che serviranno piu avanti. Per fare cio, abbiamo bisogno di saper
descrivere le funzioni lineari che costituiscono ¢g(y), che in generale saranno
diverse da quelle dell’algoritmo (CP).

Riscriviamo dunque ¢ (y) dell’algoritmo classico, rispetto ai punti xg:

or(y) :Z_:Hllaxk{ flyi)+ <si,y—yi >}

= f(xk)+i£axk{f(yi) — flar)+ < s, xp —yi >+ < s;y— x>}
—

= f(zp)+ Hllaxk{—ez'+ <8y — T >}
1=1,...,k




In generale, anche nel nuovo algoritmo (GB), le funzioni lineari contenute in
vk (y) saranno identificate dai valori (xg, f(xr)), e dalle coppie (e;, s;). Queste
ultime danno il nome al metodo, in quanto si definisce il Bundle al passo k come

B, ={(ei,s;) |i=1,...,n}
dove ny ¢ il numero di funzioni che definiscono ¢y al passo k, che in generale

saranno meno di k.

Prima di andare avanti, definiamo un nuovo oggetto: chiamiamo
e-sottodifferenziale della funzione f nel punto x l'insieme

Ocf(x) ={seR" | f(y) > fx)+ <s,y—x>—¢c VyeR" }

che essenzialmente descrive tutti gli iperpiani passanti per (x, f(z) — ¢€) e con-
tenuti nel sottografico di f(z). Nelle nostre ipotesi, ossia di f(x) continua e
convessa, 1’e-sottodifferenziale & vuoto se e solo se € < 0.

Con questa notazione possiamo finalmente enunciare il teorema

Teorema 2. Dati xy e ypy1 generati dall’algoritmo (GB), allora sono legati da
1 -t
Ykt1 = T — — Sy Sk = Zdisi
Pk i=1

dowve il vettore a risolve il problema

ming 5[ 3250 csill + 07 aies
a€eNp:={zel0,1]™ | > z =1}

Inoltre s, soddisfa
1. s1, € 0 (Y1)
2. Opy1 =€k + ||§}€||2/2Mk dove e =) 1% ae; >0
3. 5 € O0e, f(xk)
Proof. Usando
er(y) = flzk) + pax {—eit <siy—ap >}

riscriviamo il problema penalizzato come

ming. ) (z + 5kl zr — yl?)
2> flzg) — e+ < sjy—axp > Vi

Usando il teorema di Dualita Forte, sappiamo che non c¢’¢ Gap di Dualita, ed
esistono gli ottimi duali e primali. Scriviamo dunque la Lagrangiana e il duale

1 ok
L(z,y,a) = z + Qﬂk“xk —yl?+ Zai(f(wk) —e;— 2+ < 8,y — x) >)
=1



o(a) = inf [z (1 - Zai> + §ukak —yl* + Zcu(f(xk) —ei+ < 8,y — Tp >)]
i=1

(2,) =

Dato che dovremo massimizzare questa funzione, allora possiamo imporre che
la somma degli «; sia uno, altrimenti ¢(a) = —co. Dunque

p(a) =igf[ pller = yl* + f(xx) Zazeﬂr < Zazsz, — >] = infy(y)

La funzione ¥(y) ¢ pero differenziabile in y, dunque avra minimo se

Vio(y) = pk(y — xg +Za751*0:>y*93k7/72a751

=1 =1
Nk 2 Nk N 2
pla) = 2Uin Z%‘Si + fzr) — Z%‘ei - Zaisi
i i i=1
1
= f(zx) — ﬁ 3 Z%Sz + g Z:OzleZ

Il problema duale consiste nel massimizzare questa quantitd per « positivo,
dunque otteniamo esattamente il problema della tesi. Inoltre

1 & 1
Yk+1 = Tk — — a;S; = T — 751@
M im1 M

Dimostriamo ora i risultati su sj:

1. ygy1 ottimale implica che 0 appartiene al sottogradiente del problema
penalizzato, dunque

1
0€0 (i) + Juellon = 17) ()
= 00k (Yk+1) + o (Yrr1 — Tk) = 0Pk (Yrt1) — Sk
2. Ponendo il Gap di Dualita uguale a zero, otteniamo proprio che
1 2 (e
fzr) — On+1 = or(Yry1) + iukHwk — Y|l = flan) —er — om
3. Dai primi due punti, otteniamo
~ 12
o= G 10

1 1
= 1) = (i) + ol =) = Laelrs -l

= f(zr) — er(Wrr1) — tellyeer — e

10



f(@g) —ept < 8py —ap, > =
= i (Wr+1) + tellyps1 — zl>+ < S,y — o >
= Ok(Yr+1)— < Sk Y1 — Tk > + < Sp,y — T >
= ok (Yer1)+ < 5k, ¥ — Yrr1 >< pi(y) < f(y)

O

Dal punto di vista computazionale, questo teorema ci dice che é possibile
calcolare yi1 risolvendo un problema quadratico diverso da quello originale,
ma con lo stesso numero di vincoli. I vettori & e S che ricaviamo, inoltre,
portano con sé molte informazioni, e ci permettono, come vediamo nel prossimo
paragrafo, di modificare ¢ in modo da renderlo piu compatto.

Una nota da fare é che questo ci permette di calcolare d;41 solo sapendo
gli e; e i s;, ossia gli elementi del Bundle. Inoltre, dato che ¢ > 0, possiamo
modificare il metodo di stop come

e < tol, e HngQ < tolg

e una scelta opportuna di questi parametri, permettono una maggiore precisione
nella soluzione.

2.2 Aggregazione

Cerchiamo qui di venire incontro al Problema 3., ossia la quantita eccessiva di
vincoli che compongono . Il nostro obiettivo € limitare tale numero a un
parametro n.,,.., € per fare questo, abbiamo bisogno di un criterio che ci dica
quali vincoli possiamo eliminare, e se questo non bastasse, vorremmo in qualche
modo comprimere 'informazione contenuta nei vincoli.

Consideriamo §;, del Teorema 2, e definiamo la nuova funzione

Frly) = f(x1) — et < S,y — x5 >

che corrispondera ad una coppia (eg,Si) da inserire nel bundle, sotto certe
condizioni. Dalla dimostrazione dello stesso teorema, sappiamo che

Fe(y) = er(Ura1)+ < Shry — Yrsr >
ed inoltre
o 5 € Oprlyes1) = fuly) ¢ tangente a i(y) in yri1
o 5, €0:, flag) = fk(y) appartiene al sottografico di f(y)

Vale anche il seguente risultato:

11



Lemma 1. Ogni 9(y) funzione convessa per cui valgano

1) ¥(yrs1) = frolyes1) 2) ¥(y) > fly) Vy
soddisfa

) 1
yesr = argmin (60) + oy~
Proof. §i € un sottogradiente di ¢ in yi11 poiché

V(Y1) + < B0 Y — Y1 >= Pk(Ykr1)+ < 550y — Y1 >= Fr(y) < U(y)

ma la condizione di ottimalita per yxi1 &

0€ 0Y(Yrs1) — Sk
O

Questo ci dice che f contiene le informazioni accumulate dall’algoritmo fino
a quel momento, ed ¢é sufficiente, da sola, a determinare ’approssimazione yy 41
successiva.

Ritornando al Teorema 2, notiamo che 5, ¢ determinato da &, ma se ci
fosse una componente @&; nulla, allora 1’s; corrispondente non avrebbe ruolo
nel determinare 5 e yx11, € pertanto puod essere tolto. Chiamiamo dunque gli
iperpiani relativi a tali s; vincoli inattivi.

Possiamo, grazie a cio, definire la

Compressione Se il numero di vincoli ng contenuti in ¢y raggiunge n,,q4,
allora calcoliamo @, ed eliminiamo dal bundle i vincoli inattivi.

Puo capitare che perd non ci sia nessun vincolo inattivo, e in questo caso
applichiamo la

Aggregazione Se il numero di vincoli attivi & pari a 1,4, allora rimuoviamo
due vincoli attivi casuali, e introduciamo il vincolo f, ossia aggiungiamo
al bundle la coppia (e, Sk)

Questi due metodi ci permettono finalmente di definire la funzione
updmod(f, tk, Pk, Yk+1, Yk, k) dell’algoritmo (GB)

if ny = Ny, then

Applica la Compressione

Applica I’Aggregazione
end if
calcoliamo si11 € Of (yr+1), € il relativo exiq
aggiungiamo la coppia (ex41, Sk+1) al bundle
if Th+1 = Yk+1 then

e; =e; — flag) + f(xpe1)+ < 8i, 25 — Tl > Vi
end if

12



L’ultimo comando viene eseguito quando in (GB) viene fatto un descent-step,
ossia quando un nuovo centro di stabilita xy41 viene trovato. In questo caso,
gli s; rimangono uguali, ma gli e; cambiano. Se chiamiamo €} i nuovi, avremo

fily) =f(xr) —eit+ < si,y — x>
=f(zr41) —€i + f(@r) — f(@pg1)— < 85, Tk — g1 >+ < 84, Y — Tpg1 >

—i
= (ji

Ora che abbiamo anche un metodo per limitare nj, manca solo un algoritmo
per aggiornare i uy di passo in passo. Questo si opera tramite la Reversal Form,
che usa la Regolarizzazione di Moreau-Yoshida e un metodo simil-Eulero per
decidere p41 imponendo una convergenza al secondo ordine.

I risultati di convergenza sono comunque formulati in relazione ad arbitrarie

sequenze i, dunque possiamo enunciarli senza stabilire una regola per ag-
giornare i fiy.

2.3 Reversal Form

Consideriamo adesso La Regolarizzazione di Moreau- Yoshida per funzioni con-
vesse f(x), ossia, fissato un parametro p,

Futo) =min { 1) + gyl — oI}

e indichiamo con p,(z) il vettore y minimo.
Questo problema ha proprieta interessanti quali

(a) La funzione F), & differenziabile, e il suo gradiente ¢ lipschitziano, con
VE,(z) = w(z — pu(z))

(b) Nel punto di minimo p,(z) la funzione deve avere un sottogradiente pari a
zero, dunque

pulz) =z — %S(W» $(pu() € Bf (py())

(c) Se p > 0, allora minimizzare F,(x) equivale a minimizzare f(x).

Ritornando al nostro algoritmo (GB), notiamo che

: 1 9
Yrt1 = argmin | ¢x(y) + §uk|\y — x|

& molto simile al problema sopra con pu = ug, * = xg, ossia

, 1
Pui (21) = arg min (f(y) + §ukHy - mkHQ)

13



In particolare, se decidiamo di aggiornare py, solo quando abbiamo un descend-
step, ossia quando z; cambia, otteniamo che tutti i null-step hanno come obi-
ettivo di avvicinare yi11 a p,, (zx) il pitt possibile, in quanto ¢ (y) sara sempre
piu vicino a f(z). Cerchiamo dunque un modo per determinare il migliore fix41
in caso di descend-step.

Il nostro obiettivo & minimizzare f(x), o equivalentemente F),(x), ossia trovare
una radice di VF),(x). Per fare cio, utilizziamo un metodo di Eulero, chiamando
L(p, z) Phessiana di F,(x) (o una sua approssimazione). La successione gener-
ata sara

Zh1 = 2k — L(p, z1) "'V Fy(21)

Se sostituiamo zp = xy, pu = uk, allora avremo

~

VFMk(xk) = k(T — Pug (wx)) ~ pr(Tr — Yry1) = Sk
e pertanto confrontando la relazione sopra con la formula del Teorema 2
Ykl = T — — Sk
* M
si ottiene L(ug,xr) ~ pug. Nel caso di descend-step, zp+1 = yr+1, dunque
1

Hk+1

Ykt2 = Yht1 — Skt1

e in analogia con prima, si avra

Prt1 ~ L(pk, k1) Ltk Yrr1) (Yrr1 — Y) ~ VEu, (Yrt1) — VFu, (yr)

Per calcolare piy41, dunque, ci servirebbe conoscere VF),, (yr+1), ma dato che
questo non & sempre possibile, cerchiamo un’altra strada.

La Reversal Form prevede di trovare due punti zj e zx41 per cui p,, (x;) = 2.
Se s; € Of(x;), allora avremo

1
T; = 2; — — Sk VF,u, (zi) = pr(zi — ) = 54
M
v= VEFy, (2k41) = VFp, (k) = Skt1 — Sk
1
U= Zk4+1 — 2k =Tpy1 — Tk + ﬁ(sk-&-l — 51)

Ricordando che y; = z; in questo caso, e sostituendo sopra, si ottiene

vl|? 1 1 < Xyl — Thy Skr1 — Sk >
e I 1 <o s
<w,u > M1 Mk | Sk+1 — Skl

Notiamo che 41 non é sempre positivo, e per questo, cambieremo py solo in
caso di descend step, e solo quando < u, v > risulti positivo. Tutto questo porta
alla definizione della funzione updpar(f, pg, Yk+1, Yk, Tk)
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if x 11 = yp41 then
Calcola sgy1 € Of (xp41) € sk € Of (ag)
if < xk41 — Xk, Sk4+1 — Sk > 0 then
1/#k+1 = 1/Mk + < T+l — Thy Skt1 — Sk >/|
end if
end if

|skt1 — skl

Con questo, abbiamo finalmente descritto completamente algoritmo (GB).
Vediamo ora alcuni risultati di convergenza.

2.4 Analisi di Convergenza

Notiamo che il fatto di aggiornare la funzione ¢ (y) tramite la procedura updmod,
fa uscire l'algoritmo (GB) da quelli descrivibili dall’algoritmo (CPG), poiché gli
U* vengono modificati ad ogni passo da funzioni diverse da H. Questo fa si che
il risultato di convergenza precedente non valga piu, e pertanto ne dobbiamo
trovare degli altri.

Se f non ha minimo, succede che f(xj) tendono a —oo, dunque mettiamoci
nel caso in cui il problema ha una soluzione ottimale.

In ogni caso, l'algoritmo (GB) genera una sequenza xj, discendente, dunque
f(zy) converge a qualcosa. Notiamo che yi41 potrebbe soddisfare o1 < tol,
ma allo stesso tempo non rappresentare un descend-step, dunque non ¢é detto
che 'ultimo zj, soddisfi una relazione con tol.

Se tol > 0, allora l’algoritmo finisce in un numero finito di passi, pertanto
fissiamo tol = 0, e dividiamo in due casi: se 'algoritmo genera infiniti descend-
step o finiti. Nei teoremi che verranno, le costanti uj possono essere prese a
piacimento, e non necessariamente aggiornati tramite updpar, dunque possiamo
sceglierli a posteriori. Inoltre la costante m sara presa nell’intervallo aperto
(0,1).

Teorema 3. Se (GB) genera infiniti descend-step (indicati con lindice k per
comodita), allora valgono

1. {(5k}—>0, {Ek}—>0

2. Vale la freccia

Zi =400 = f(x) = ¢ =min f(z)
k

3. Se oltre a 2., esiste una costante d per cui pr > d > 0 per ogni k, allora
xg convergeranno ad un minimo di f(x).

15



Proof. Innanzitutto, notiamo che gli x; sono generati da descend-step, e se
chiamiamo dy, 'errore relativo a xy, allora

kmax

flar) = f@rg) = mépn = m Y 6 < f(1) = f(2,,..)

k=1

ma dato che f(zy) converge ad un valore finito, allora anche la sommatoria degli
errori convergera. Con questo, avremo che

1. 9 — 0, e di conseguenza 0 < g, < dpp1 = € — 0

2. Dato un z € R", avremo
2 L2
[#r41 — 2|° = [lox — 2 — — Sk
HE

_ 2, 2 _ - Los e
= ||lzp — 2| + — <5,z — 2p > +— |5k ]|
Kk Hi

2 2 2
<ok — 2> + —(f(2) = f(zx) + k) + — k1 — —ep
Kk Mk Mk

o — l? + 2 (F(2) — flow) + Ger)
Kk

Se T & un minimo di f , e per assurdo esiste p > 0 per cui f(xy) | ¢ >
f(Z) + p, allora esistera 641 < %9 V k > k,, e sostituendo = = Z sopra,

~ ~ 2 ~ ~
0 < s = < =374 (&) = Fon) +0i) < =32
k
0 < llzer — FIP < flaw, ~FP —p 3 pn = —o0

h=k,

3. Riprendendo la formula sopra,

k
0 < [[zas — 7P < s — 72 +Z§<f<f> ~ Fan) + Gnpn)

Sloy =P+ 5D (@ — @) + 5D 0nr
h=1 h=1

ma f(Z) — f(xzp) < 0, dunque la sommatoria converge, e la successione
|zxs1 — Z||? sara limitata. Questo ci dice che i z;, sono in un compatto, e
pertanto esistera una sottosuccessione convergente, e dato che siamo nelle
ipotesi di 2., dovra convergere ad un minimo, che supponiamo essere .
Per dimostrare che tutta la serie converge, notiamo che per ogni ¢, p vale

N _ 2 <
0 < flagir —2)* < flzp — 7)* + 3 > Onta
h=p
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e se scegliamo p grande e appartenente alla sottosuccessione, riusciamo a
limitare questa quantitd con un e piccolo a piacere.

O

Questo teorema, unito ad un’opportuna scelta degli iy (per esempio costanti,
o ug = k), ci dice che I'algoritmo converge, e che la sottosuccessione degli xy, &
una successione discendente che tende ad un punto minimo Z.

Prendere perd pg non limitati non € ottimale, in quanto

Teorema 4. Se (GB) genera finiti descend-step, di cui lultimo ks ha generato
Tiast, € POt infiniti null-step, e se

1. ppyr 2> pr Yk 2 kjas
2.3C>0|pu, <C Vk
allora yx, convergono a Tiust, che & un minimo di f(x)

Proof. D’ora in poi indicheremo con x il punto x;s, € tutti gli indici & che
useremo saranno k > kj,s:. Ricordiamo le relazioni

N . 1
8k = k(T — Yrt1)  Yrp1 = min <s0k(y) + §uk\|y - wIIQ)

5y |2 1
Okt1 =€k + 7”2 I”_ (@) = or k1) — =l Yk — z|?
ok 2

k(W) = ok Wrr1)+ <56,y — Yrp1 > = f(x) — ep+ < 5p,y — 2 >

e notiamo che in ogni caso, vale la relazione

eri1(y) > fuly) Yy

Introduciamo dunque la funzione

1 1
Li(y) = o (Yrs1) + §Mk||yk+1 —z|” + §Mk||yk+1 —y|?

Notiamo che

1
Li(yrs1) + illkHyk-&-l —zll” = ok (yes1) + pellyrer — f?

= or(Yki1)+ < 8,7 — ypp1 >= fa(z) < f(z)

Calcoliamo ora
Lit1(Yr+2) = Orr1(Yr+2) + %Mml\\ykw — x|
> fe(Yrsa) + %NkHka — x|
= Pk(Yk+1)+ < Sk Ybt2 — Ykt1 > +%/~Lk||yk+2 — x|

~ 1
= Li(Yr41)+ < 5k, Yrt2 — Ykt1 > +§Mk (Hyk+2 - $||2 = [Yr+1 — $||2)
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in particolare
Yk+2 — 93||2 —Yk+1 — x||2 = < Yg+2 + Yk+1 — 20, Ykyo — Yrt+1 >
= lYnt2 — Yrs1l® + 2 < Yrt1 — T, Y2 — Y1 >
2
= llyk+2 — yrsall® — " < Sk Yht2 — Yk1 >

sostituendo dentro si ottiene

1
Liv1(yrr2) > Li(yrr1) + §Mk||yk+2 — yrs1ll® > Li(yes1)

dunque { Ly (yr+1) } € una successione non decrescente in k, e dato che

1
Li(yk+1) < Li(yk+1) + §Mk||yk+1 —z|> < f(2)

& anche limitata, e pertanto converge. Dato che pj é limitata dal basso, allora
avremo anche che ||yg42 — yrt1|| va a zero, e che ||lyg+1 — z|| & limitata, dunque
gli yx sono contenuti in un compatto.

Avendo preso f(z) convessa, sappiamo che & Lipschitziana, con sottodifferen-
ziale limitato sui compatti, e se ne prendiamo uno che contiene definitivamente
tutti gli yx, allora esistono L, M per cui

—Mlyks1 =yl < <Skg1,Ukr1 — Uk > < Or(Wrr1) — fur)

ok (Wr+1) = F(uk) < fyr1) = Fuk) < Lllyk+1 — vl

ma sappiamo gia che ||yx+1 — yk|| va a zero, dunque anche g (yr+1) — f(yr) €
f(Yr+1) — f(yx) vanno a zero. In particolare andra a zero anche

FWra1) — errr1) = [Frsr) = Fr)] = [fwrsr) = f(un)]

Avere un numero infinito di null-step implica che per ogni k si ha

f(@) = f(yrs1) <mdppr 0 <dpq

0<(1—m)dky1 < kg1 + fyryr) — f(x)

1
= f(yr+1) — Pr(Yrt1) — §ukHyk+1 —z|?
< f(Yr+1) — @ (Yr41) — 0

Dunque anche I’errore 0 tende a zero, e cid implica che anche ¢, e 55 tendono
a zero, perché i uy sono limitati dall’alto. Ma andando al limite otteniamo

5k €0, f(x) = 0€0f(x) |5kl = rllyesr — 2| = yp — =

Dunque x ¢ minimo di f(y), e gli yx tendono a x.
O

Anche qua, la scelta di uj costanti porta alla convergenza ad un minimo in
finiti passaggi.
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3 Conclusioni

L’algoritmo Bundle porta vantaggi sia per la stabilitd del metodo, che per la
complessita, poiché ad ogni passo riusciamo a risolvere dei problemi con al
massimo n,,q, vincoli.

Inoltre, questo metodo ha un po’ di gradi di liberta, che é possibile gestire in
modo da migliorare la velocita e I’approssimazione. Per esempio

la scelta dei pg

la scelta di tol, tol. e tols

la scelta di m

la scelta di una metrica diversa da quella euclidea.

L’ultima opzione, in particolare, ci permette di ridefinire i prodotti scalari e le
norme con opportune matrici simmetriche, che & possibile aggiornare passaggio
per passaggio, e portano a diversi teoremi di convergenza.
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