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1 Lotterie, Preferenze e Utilita

Dato un giocatore e un "gioco", siano Aj, ..., A, una serie di eventi il cui realizzarsi ¢ mutualmente esclusivo
(incompatibili) ordinati in ordine di "preferenza" del giocatore.

Definizione 1. Chiamiamo Lotteriajextrall

L=[(A1,p1),- -, (An,pn)]

un’associazione di probabilita agli eventi, ossia p; > 0 e Y, p; = 1. Denotiamo con £ l'insieme delle
lotterie.

Se per qualche i abbiamo p; = 0, possiamo anche omettere ’evento relativo. Per esempio

[(Ahp)’ (AQ;p)v (A'na 1- QP)] = [(Ahp)v (A27p), (A370)7 ) (An—la 0)7 (Ana 1- 2p)]

Dato che il giocatore preferisce certi eventi ad altri, allora esistera anche una Relazione di Preferenza tra le
lotterie, ossia una relazione sulle lotterie con le seguenti proprieta:

e Riflessiva: L < L
e Transitiva: L < LQ, Lo<L3 = L1 <Ls
e Completezza: [, < Ly oppure Ly < L; per ogni coppia di lotterie.

NON ¢ una relazione d’ordine poiché non ha la proprieta antiriflessiva, ossia se Ly < Lo e Ly < Ly allora non ¢
detto che Ly = Ly. Se quozientiamo per la relazione d’equivalenza

Li~Ly < L1 <Ly< I,
allora < diviene una relazione d’ordine. Mettiamo anche qualche altra proprieta sulle lotterie:
e Monotonia: Dato che il giocatore preferisce A; a A,, avremo che
[(A1,p), (An, 1 = p)] = [(A1,p), (A, 1 = p)] <= p =7’
e Continuita: Sia L; := [(4;,1)]. Allora
Fpi € 0,1] 2 Li ~ [(Ar, i), (A, 1= )] Vi
e Composizione: Ogni lotteria L = [(A1,p1),..., (Ai,pi)s- .., (An,pn)] & equivalente a
(A1, p1 + pitta) - - (A3, 0), .., (Any oo+ (1= p)pa)].

Nota: se i =1 o i = n, la continuita é ovviamente soddisfatta, ed in quei casi u; = 1, u, = 0 e sono unici per
monotonia. Inoltre si verifica che
Ll Z Lz 2 Ln Vi.

Teorema 1 (Teorema dell’Utilita Attesa). Data una relazione di preferenza che rispetta le proprieta di Mono-
tonia, Continuita e Composizione, allora esiste una funzione f : £ — R per cui

Ly > Ly <= f(L1) > f(L2)

Dimostrazione. Data Ly = [(A1,p1),--., (An,pn)], definiamo

FLa) = pipi
=1



Usando la composizione ripetutamente, otteniamo
n n .
Ly ~[(A1,D pipti), (A, Y pi(1L— )] = L.
i=1 i=1
Data Ly = [(A1,q1),- .-, (An, gn)] avremo analogamente

n

Ly ~ [(AlaZQi,u'i)7 (Anaqu(l - Nl)] = ZQ'

i=1

La monotonia ci dice che

Ly >Ly <= L1 > Ly <= f(L1) =) pipi = Y qipi = f(La).
i=1 i=1

Definizione 2. Una funzione con le ipotesi del teoremall] si dice Funzione di Utilita.

Avremo in particolare che L1 ~ Ls se e solo se f(L1) = f(L2) ed inoltre Ly > Lo, L1 £ Lo implica che
f(L1) > f(L2).

Nel teorema, la funzione f ha valori in [0,1]. ma se f é una funzione di utilita, allora af +b con a > 0 &
ancora una funzione di utilita.

Definizione 3. Una Lotteria Composta é

Lc = [(lepl)a vooyg (Lmvpm)]

dove L; sono lotterie, e p; sono componenti di un vettore di probabilita, dunque p; >0 ey, p; = 1.
In realta questa € solo una notazione: se

L= [(A17 ’ri,l)a ceey (An; Ti,n)]

allora L. & una lotteria semplice del tipo

Lc ~ [(Ala Zpiri,l)a D) (Ana szrl,n)]

Usando la funzione di utilita f si ottiene

FUL1A), (L2, 1= N)]) = Af(L1) + (1 = A) f(La2)

2 Duopolio di Cournot

Ci sono due Aziende/giocatori che sono le uniche produttrici di un bene e competono sul mercato.
Supponiamo che (Duopolio di Cournot, 1838)[3]

e Il bene ¢ Omogeneo: le produzioni delle due aziende sono indistinguibili,
e Quantita: La competizione viene fatta sulla quantita prodotta,
e Mercato: Il prezzo é fissato per entrambi dal "Mercato’, ed € uguale.
Un altro modello & (Duopolio di Bertrand, 1883)
e Il bene NON é omogeneo,

e Le quantita vendute sono determinate dal prezzo,



e La competizione viene fatta sui prezzi.

Focalizziamoci sul duopolio di Cournot. La produzione dell’azienda ¢ sara x; € Ry. Inoltre ¢’¢ una funzione
"costo"
C; . R+ — R+

che stabilisce il costo di produzione ¢;(x;). La funzione di domanda inversa &
p: R_;,_ — R_;,_

dove p(z) ¢ il massimo prezzo per unita che consente di vendere TUTTA la produzione z (e pertanto ¢ il prezzo
ideale a cui vendere). Il profitto della prima azienda sara

p1(z1, x2) = T1p(T1 + 22) — C1(21)

e quello della seconda é
p2(21, x2) = T2p(z1 + 22) — C2(22).

In questa situazione, le singole aziende devono determinare la propria produzione x; senza sapere quella della
rivale.

Dapprima, supponiamo che

e i costi di produzione siano identici e lineari ¢;(z) = cz,

e La funzione p decresca linearmente con la produzione p(z) = max{0,T — az}.
In questo caso, possiamo scrivere

,U,l(l‘hl’g) =1 max{O,T — Ot(l’l + 1’2)} — CX1
e posso riscalare o = 1 sostituendo T'/«, ¢/« e 1/ con T, ¢, g
w1 (z1, o) = vy max{0,T — x1 — x2} — cx1.
Se x5 = 0, ossia non esiste concorrente, allora bisogna massimizzare
x1 max{0,T — z1} — cx.

Sicuramente 7' > x; > 0 dunque il massimo della funzione ¢ il massimo di —2% + (T — c¢)x; che si trova in

T —
o:lmax{ 5 C,O}.

Dunque se T > ¢ (cioé se posso vendere il bene ad un prezzo piu alto del costo a cui ’ho prodotto), allora so
come massimizzare il profitto.

Se x> > 0 massimizziamo il profitto in funzione di s, ossia calcoliamo la Migliore Risposta. Prima
di tutto, possiamo supporre x5 < T, altrimenti il prezzo va a zero, e T > ¢, altrimenti non otterremmo mai
guadagno. Avremo

ri(z2) = argT,§§§§1>0 {z1(T — 21 — 22) — ca1}

La quadratica ¢ facile da massimizzare:

T—c—
—27+ 21 (T — 29 — ¢) —> r1(22) = max{O, CQIQ}

Risulta dunque se T' — ¢ < x5 non otteniamo nessun guadagno a produrre. Allo stesso tempo, anche la seconda
azienda puo ottenere lo stesso ragionamento, scambiando gli indici. Pertanto
T—c

2

dunque la migliore scelta non & T — ¢, poiché la risposta dell’altra azienda rende non ottimale la prima. Cio
vuol dire che vorremmo soddisfare

- - T—c—x\ 1 T—c—x\ T-c¢c m
x17”1(7'2($1))7”1< 5 >2(T c 5 ) 1 1

21 >2T—¢c = ro(x1) =0 29 =0 = r1(x2) =

(@31



L — ) = 552

Secondo questo ragionamento, entrambe le aziende dovrebbero produrre (7' — ¢)/3.

— T =

T—c¢
(T—0)/2

!
|
|
& €T 1

(T-¢)/3 (T—¢)/2 T-c

Figura 1: Grafico delle risposte ri(x2) e ra(x1).

Diremo che lo Stato (x1,xz2) ¢ di Equilibrio se ri(xz3) = z1 e ro(x1) = x2. Piu in la daremo una definizione
formale di equilibrio.

Se le aziende si fossero messe d’accordo (Monopolio), potevano ottenere di meglio, spartendosi una produzione
di (T — ¢)/2 in due e ottenendo un profitto maggiore.

p((T — /4, (1 — )4y = L T2

La differenza tra il profitto nel Monopolio e il profitto nell’equilibrio si chiama Prezzo dell’Anarchia. Notiamo
che pero il prezzo p(z) nel caso del Duopolio & minore del caso del Monopolio, poiché (T' —¢)/4 < (T — ¢)/3.
Dunque dal punto di vista del consumatore, il duopolio é pitl conveniente.
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3 Duopolio di Bertrand

Duopolio in cui le aziende competono sul prezzo. La quantita prodotta ¢ data dalla domanda del Mercato.
Di nuovo supponiamo il costo di produzione unitario costante e uguale per le due aziende c. Il prezzo sara
p; e la produzione x; dipende dai prezzi

z; = qi(p1 + p2)
"quantita vendibile dalla azienda i se i prezzi sono p1,p2". Il guadagno sara
pi(p1; p2) = ¢i(p1, p2)(pi — ©).
Nel caso di beni omogenei allora si suppone che
Q-—p1 p1<p2

q1(p1,p2) = % P1=Dp2
0 D1 > D2

dove @ > c. Il ragionamento ¢ lo stesso di[2] i dettagli sono lasciati per esercizio.
r1(p2) = arg max{y1(p1,p2)}
p1=c
e viceversa. Dopo I’analisi si ricava che

c p2 =c

ri(p2) = ¢ G po > Gfe

Q+c
A p2 < 55—

Nell’ultimo caso il massimo non esiste perché la funzione da massimizzare é discontinua, per ogni p; < po il
guadagno & crescente, ma a p; = p» il guadagno cala, quindi sarebbe un ps — & con € — 0.



Il caso di equilibrio sarebbe p; = ps = ¢, ma in questo caso nessuna delle due aziende guadagnerebbe.
Mettiamoci invece nel caso di beni non omogenei, ossia le due funzioni ¢; sono differenti.

q1(p1,p2) = max{0,Q — p1 + qp2}

q2(p1,p2) = max{0,Q + p1 — qpa}

con @ > ¢, ¢ > 0. Nuovamente é possibile calcolare r; che sara
r1(p2) = (Q + ap2 +¢)/2

ra(p1) = (Q + qp1 +¢)/2

D2

(Q+c)/2

b1

“@Q+c)/2

Figura 2: Grafico delle risposte r1(p2) e ra2(p1).

L’equilibrio si ottiene a p; = ps = % se g < 2. Nel caso ¢ > 2, le due rette non si incontrano, ossia i prezzi

possono essere aumentati a piacimento da entrambe le aziende, e non esiste uno stato di equilibrio.

4 Giochi Non Cooperativi

Definiamo un Gioco Strategico o Gioco in Forma Normale [I] come un insieme contenente
e N={1,2,3,...,n} giocatori,
e S; insieme di strategie per il giocatore i,
e §S=5) x5y x---x .8, insieme dei profili di strategie.
o ;0 S — R detta funzione di utilita o payoff del giocatore i.

Ogni giocatore mira a massimizzare sul proprio insieme di strategie .S; la sua funzione di utilita p;. Useremo p
per indicare la funzione p : S — R™ che ha come componenti le p;.

In questi giochi non c¢’¢ un aspetto dinamico: la strategia deve essere scelta all’inizio e non puo essere cambiata
nel corso del gioco. Diremo che il gioco ¢ Finito se S ¢ un insieme finito.

Dato x € S, © = (21,...,%,) allora denotiamo con x_; = (x;);:, ossia il vettore a cui ho tolto z;. Allo
stesso modo,
S_i = H Sj.
JFi

Se "ignoriamo" la posizione degli elementi, possiamo usare le notazioni

z= (v, i)  pi(®) = pi(r, )



Definizione 4. L’insieme delle Risposte Ottime o Migliori é definito come
ri(@—;) = arg max p; (y, ©—;)
YyES;

dunque & una funzione da S—_; a Z(S;).

La risposta migliore di un giocatore ¢ ¢ letteralmente la migliore strategia x; € S; che puo scegliere in risposta

alle strategie degli altri @_; € S_;.

Definizione 5. x € S si dice un Punto di Equilibrio di Nash se

x; € ri(T_y)

Vi.

Un equilibrio di Nash é pertanto una scelta di strategie da parte di tutti i giocatori in modo che se un
giocatore i singolarmente cambiasse la propria strategia z;, mantenendo fisse le strategie degli altri _;, quel
giocatore perderebbe in termini della propria funzione di utilita.

Esempio

» Dilemma del Prigioniero:

2 prigionieri che possono confessare o non confessare. A seconda delle scelte, vengono imprigionati per gli
anni di carcere riportati nella seguente tabella (con segno invertito). Le righe sono le diverse strategie del
primo giocatore, le colonne sono le strategie del secondo. I numeri nelle celle a/b sono le utilita riferite al
primo (a) e al secondo (b) giocatore se attuano le strategie della riga e colonna che individuano la cella.

non conf conf
non conf | =2/ —2 | —7/0
conf 0/—-7 | -5/-5

L’unico equilibrio di Nash possibile ¢ quando entrambi confessano. Questo ¢ analogo al duopolio, in cui
se 1 due giocatori "concorrono" allora I'esito & peggiore del caso "collaborativo", ossia quando nessuno dei
due confessa.

Battaglia dei Sessi:
Lei vuole andare al cinema, Lui allo stadio, ma vogliono comunque fare qualcosa insieme.

partita | cinema
partita | 2/1 0/0
cinema | 0/0 1/2

In questo ci sono due equilibri, ossia quando vanno insieme nello stesso posto.

Caccia al Cervo:

Due cacciatori vanno a caccia, ed ognuno decide se voler cacciare una lepre o un cervo. Una lepre ¢é facile
da catturare, dunque se un cacciatore decide che vuole una lepre, riuscird a prenderla. Invece, un cervo
é piu difficile da catturare, e un cacciatore riesce a prenderlo se e solo se entrambi lavorano con lo stesso
scopo, e un cervo diviso in due vale piu di una lepre.

cervo | lepre
cervo | 2/2 | 0/1
lepre | 1/0 | 1/1

In questo ci sono due equilibri, ossia quando decidono di cacciare lo stesso animale, ma uno dei due
equilibri é preferibile all’altro per entrambi i giocatori, a differenza del caso prima.

Coordinamento:

I giochi del tipo della Caccia al Cervo sono detti Giochi di Coordinamento, che sono nella forma

Ala | CJc
B/b | D/d



con A> B, C > D, a>c,d>cche ha come equilibri A/a e D/d.

Se inoltre A > D, a > d, allora una strategia di collaborazione é preferibile all’altra, e questo viene detto
Gioco di Puro Coordinamento.

» Falco e Colomba:
Allegoria per spartirsi il cibo: due persone possono comportarsi da Falco o Colomba, dove i Falchi sono
violenti, mentre le Colombe no. I falchi rubano tutto il cibo alle colombe, due colombe condividono,
mentre due falchi litigano tra loro perdendo tutto il cibo e ferendosi tra loro.

Falco | Colomba
Falco | —-2/-2 2/0
Colomba | 0/2 1/1

Gli equilibri sono due, ma sono quelli in cui solo uno ¢é un falco.

» Chicken Game:
Il gioco del Falco e della Colomba viene detto Chicken Game, ossia il tipico gioco in cui perde chi si
ritira/spaventa per primo (come le gare di macchine in cui vince chi sterza dopo).

Diritto | Sterza
Diritto | —1/ —1 | 1/0
Sterza 0/1 0/0

» Morra Cinese:

Sasso | Forbici | Carta

Sasso 0/0 |1/—-11] —1/1

Forbici | —1/1 0/0 1/ -1

Carta |1/ —1| —1/1 0/0
Non esiste equilibrio. Fosse stato Sasso-Forbici-Carta-Lizard-Spock sarebbe stato lo stesso, ma piu
divertente.

5 Giochi Dinamici

Abbiamo due oggetti, e due giocatori. Il primo giocatore propone una ripartizione dei due oggetti, e il secondo
giocatore accetta o rifiuta. Se accetta, si ripartiscono gli oggetti nella maniera proposta, altrimenti se rifiuta,
nessuno prende niente.

Il primo giocatore puo essere Egoista(tutto a lui), Equo(uno per uno), o Generoso(tutto all’altro).

In questo caso il gioco é dinamico, poiché la strategia del secondo non é predeterminata, ma dipende dalla
mossa del primo. I casi sono 6:

Egoista | Equo | Generoso
Accetta | 0/2 1/1 2/0
Rifiuta 0/0 0/0 0/0

che pud essere espresso attraverso un grafo delle mosse (che in questo caso & un albero)

2/0 0/0 1/1 0/0 0/2 0/0

Figura 3: Albero delle mosse.



Questa rappresentazione ¢ detta di Gioco in Forma Estesa, e ha senso farlo per giochi sequenziali. Il gioco
in questione deve avere anche informazione perfetta e completa, ossia i giocatori hanno tutte le informazioni su
tutti gli stati di gioco, mosse, e funzioni di utilita propria e dell’avversario.

L’albero ¢ rappresentato dalla coppia (F, A) dove E sono i nodi, o stati del gioco e A sono gli archi, o mosse
del gioco. L’albero ¢ inoltre radicato in r € E, ossia lo stato iniziale, e F' C F é I'insieme delle sue foglie, o stati
finali.

Definiamo inoltre:

e Una funzione che associa ad ogni stato non foglia il giocatore di turno f: E\ F — N.

e Una funzione che associa ad ogni foglia i payoff dei giocatori p; : FF — R.

Chiamiamo F(i) i nodi in cui muove il giocatore i, ossia f~1(i).

Siano F'S(e) gli archi uscenti dal nodo e.

Le strategie del giocatore ¢ sono funzioni dai nodi in cui é di turno alle azioni

S; ={s: E(i) = Als(e) € FS(e)}

L’output € una funzione o : S — F' che associa ad ogni profilo di strategie la foglia in cui finisce il gioco.

Il guadagno ¢ definito da
,LLi(Sl, 8250 Sn) = pi(o(sla 8250, sn))

Esercizio 1. Scrivere tutti gli elementi del gioco sopra. Inoltre scrivere la tabella di gioco in cui mettiamo come
righe/colonne le strategie e individuare gli equilibri.
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6 Valore di Gioco

Ricordiamo le notazioni di un gioco in forma normale
e N=1{1,2,3,...,n} giocatori,
e S; insieme di strategie per il giocatore 1,
e S=51 xS x--- x5, insieme dei profili di strategie.
o ;0 S — R detta funzione di utilita o payoff del giocatore 1.

Poniamo che il giocatore i scelga la strategia x; € S;. Gli altri giocatori sceglieranno le strategie _;, e poniamo
che quest’ultimo realizzi il minimo (o inf) di

,LL(I”.’B_z), w(:m) = lnf [JJ(SCZ,CL‘_7)

La funzione w(x;) indica quanto guadagna al minimo il giocatore ¢ se sceglie la strategia x; (Nota: dovrebbe
essere scritto w;(x;) per indicare il giocatore in questione, ma omettiamo il pedice per brevita).

Definizione 6. T; € S; si dice Strategia di Sicurezza o Conservativa se

T; € arg max w(x;).
K K

Inoltre il Valore di Sicurezza ¢

v; = sup w(z;).
T, €8;

10



Il valore di sicurezza indica quanto guadagna al minimo il giocatore ¢ se sceglie la strategia di sicurezza,
quindi €& un valore che il giocatore puo sempre ottenere se S; é finito. Nel caso S; sia infinito, allora ci si pud
avvicinare a piacere.

Esempio
» Nel Duopolio di Cournot ricordiamo che
wi(z1,x2) = x;(max{0,T — x1 — z2} — ¢).
Calcoliamo strategia/valore di sicurezza.

wi(x1) = inf {p(x1,22)} = —cay, vy = sup wy(z1) =0, T = 0.
220 z1>0

"In ogni caso ci perdo, quindi meglio non fare niente".

Definizione 7. Un gioco a 2 giocatori si dice Strettamente Competitivo se per ogni coppia di
profili di strategie (x1,x32), (), 25) € S si ha

(21, @2) > pa (@, @3) <= po(z1,22) < po(al, 73)
In questo tipo di giochi, i giocatori cercano sempre di attuare strategie diametralmente opposte tra loro, per

aumentare la propria funzione di utilitd, e un guadagno per un giocatore porta ad una perdita per l'altro. In
questo senso si dice che il gioco é competitivo.

Definizione 8. Un gioco ¢ a Somma Nulla se
pa(z1, x2) = —pa(z1,72)  V(T1,72) €S,
Nota: un gioco a somma nulla é sempre un gioco strettamente competitivo.
In questi giochi, possiamo definire p := g1 = —us e dunque il giocatore 1 vuole massimizzare p, mentre il

secondo vuole minimizzare (.

Calcoliamo una strategia di sicurezza in un gioco a somma nulla.

= 1 f = S 1 f
wy (1) Inf w1, x2), v = sup inf (1, x2)
wa(zz) = inf —p(z1,22), w2 = sup. Jnf —p(z, z2)

Abuso di Notazione: —vy — v, oSl possiamo scrivere

vy = inf sup p(zy,x2)
T2€52 ,€5,

Lemma 1. v; < vy
Dimostrazione.

sup pu(y, z2) = p(z1,z2) = inf p(z1,y)
YyEST yE€S2

= v; = sup inf p(xy,y) < inf sup p(y,z2) = vy
z1€5; YES2 T2€S2 yES

Le Strategia di Sicurezza vengono dette anche Strategie di minmax.

11



Definizione 9. Se vi = vy allora v := v1 = vy ¢ detto Valore del Gioco.

Prendiamo (z7,2z3) un equilibrio di Nash. Avremo
@, 23) < p(xy,z3) < pley,x2) Vo € 51, 22 € 5,
che ¢ un punto di sella della funzione p.

Teorema 2. Gli equilibri di Nash di un gioco a somma zero sono coppie di strategie di minmaz. Se il Gioco
ammette un valore (ossia v1 = vy) allora le coppie di strategie minmazx sono equilibri di Nash.

Dimostrazione. Sia (z7,x3) un equilibrio di Nash. Sappiamo che vale
,u(l'l,.%';) < :u(ffv'r;) < M(xylﬂv‘TQ) Vz1 € 51, 3 € S,
dunque

vo = inf sup p < —wq(xh) = sup p(ry,z3) < inf p(z],z) =wi(x]) < sup inf p=uv
T2€82 z1E€S1 1 €S Ta€S2 1 €S w3 €S2

ma vy < v per LemmalI] dunque sono tutte uguaglianze. In particolare x} massimizza w; e 23 massimizza w3,
dunque sono strategie di minmax.

Supponiamo ora (x7,x}) siano strategie di minmax, e che v1 = wy(z]) = —wa(x3) = v2. Dunque
pay,x3) > inf p(r],ws) = wi(e]) = —wa(3) = sup p(ey,z3) > p(ay, z3)
T2E€S2 z1E€S1

e pertanto v = p(z7, z3). Inoltre

@y, x2) > inf p(a],x2) = wi(a]) = play, a3) = —wz(x3) = sup p(z1,23) = p(, 23)
z2E€S> 1 €51

per ogni x1,x2, dunque (z},z}) & un equilibrio di Nash. O

Notiamo che se esiste un equilibrio di Nash, allora il gioco ha un valore. Inoltre, dato che questo é unico, se
ci sono due equilibri, allora hanno lo stesso valore.

Esercizio 2. Se (z3,23) e (&1, Z2) sono equilibri di Nash, allora anche (x7,&2) e (&1, x3) sono equilibri di Nash.

7 Giochi Matriciali

In un gioco a 2 giocatori, poniamo che Sy, S5 siano finiti S; = {1,2,...,n1}, S2 = {1,2,...,n2}. In questo caso
posso scrivere max, min al posto di sup, inf.

Definizione 10. Dato un gioco a 2 giocatori con Sy, Se finiti, chiamiamo

A= [N(mivmj)]i,j

la Matrice del Gioco, e indichiamo con a;; gli elementi della matrice. Questi vengono anche
chiamati Giochi Matriciali.

Notiamo che se (i*,j*) & un equilibrio di Nash, allora
ijr < Qisje S Qe V]

ossia é ’elemento minimo nella sua riga e massimo nella sua colonna.
Esempio

12



» Sul gioco

i minimi sulle righe sono 2,1, 3. I massimi sulle colonne sono 4,7,3,6. In questo caso 'unico equilibrio e
punto di minmax é ag 3 = 3. Se invece

2
2

4 7 3
A=11 5 4
3 4 6

at

allora i minimi sulle righe sono 2, 1, 3, i massimi sulle colonne sono 4,7,5,6 e dunque non ci sono equilibri.
Una maniera per trovarli é fare minmax su colonne, sulle righe e vedere se coincidono.

Esercizio 3. Trovare i punti di equilibrio di

3 7 3 3
A=11 5 2 4
3 4 3 6

Definizione 11. Un gioco matriciale si dice Simmetrico se A é quadrata e antisimmetrica.

Nota: Cio comporta che gli elementi sulla diagonale di A sono zeri.
Esempio

» Nella morra cinese,

Lemma 2. Un gioco matriciale simmetrico ha un equilibrio di Nash se e solo se esiste i* per cui
a5 >0 Vi
e in tal caso (i*,4*) & un punto di equilibrio, e il valore & 0.

Dimostrazione. Il massimo sulle colonne é sempre > 0, il minimo sulle righe é sempre < 0, dunque l'unico
equilibrio possibile & zero. Se esiste ’equilibrio, allora 0 ¢ il minimo sulla sua riga, e pertanto tutti gli altri
elementi della riga sono positivi.

Viceversa, se tutti gli altri elementi della riga sono positivi, allora per antisimmetria, gli elementi sulla colonna
sono negativi, pertanto 0 ¢ il massimo sulla colonna e il minimo sulla riga, ossia un equilibrio. O

8 Teorema MinMax

Per il prossimo teorema, ci serviranno le definizioni di funzioni e insiemi convessi/concavi e i seguenti lemmi,
che citiamo senza dimostrare.

Lemma 3. Dati {C;}icr famiglia di compatti di R™ con la proprieta dell’intersezione finita

n

(1Ci#0  VneN

i=1
allora Uintersezione di tutti & non vuota.

Lemma 4. Dati A, B C R"™ convessi compatti, allora esiste L un iperpiano che separa A, B, ossia esistono
v €R"™ ceR per cui
AC{z:vT2z <}, B C{x: vz > ¢}

13



Teorema 3 (Minmax). Dato un gioco a due giocatori a somma nulla, supponiamo
e Sy CR™ Sy CR™, convessi e compatti,
e 1 : S — R continua,
o u(yme) =1 — p(x1,x2) concava e p(xy,-) = x2 — p(r1,22) convessa per ogni x1, Ts.
Allora
max min u(r1,22) = min max u(xi,xs)

x1€S81 x2E€ 852 xr2€S2 £1€51

16-3-18

Dimostrazione. Notiamo che per Lemmal [} sappiamo

max min (21, 2) < minmax p(z1, z2)
1 T2 T2 1

quindi ci basta dimostrare la diseguaglianza inversa. Sia ¢ € R e xo € S3. Definiamo
Hg, = {x1 € S1: p(x1,22) > c}.

xo ¢ fissato, e u(-,22) ¢ continua e concava, dunque HS, ¢ chiuso, convesso ed & contenuto in S; che ¢ un
compatto, dunque anche lui é compatto. Definiamo

C={ceR:H; #0Vxy € S2}.

Dato che w = mingegs pu(x) esiste perché S compatto, allora che HY = S # 0 Vzo € Sy e pertanto C non &
vuoto. Sappiamo anche che ¢ <ce C = ¢ € C.

Se {cf} C C & una successione, allora per ogni z esiste un z§ € Sy per cui p(z¥,z9) > c*. Secf — ce
¥ — T (a meno di sottosuccessioni poiché S & compatto), allora u(T, x2) > ¢, dunque ¢ € C' e C & chiuso. Da
questo concludiamo che C' = (—o0, ¢*].

Se ¢ = ming, g, max,, s, #(z1,x2), allora

max w(xy,x9) >¢cVaa €S9 = ¢c€C = ¢c<c".
Tr1E91

Preso

H:= () H,

T2€S>2

poniamo che esista « € H. Sappiamo che p(z7, z2) > ¢* Voo € So, dunque

max min (1, x2) > min p(z], 22) > ¢* > ¢ = minmax p(z1, x2)
T T2 T2 T2 1

che ci fa concludere. Vogliamo dunque dimostrare che H # () e pertanto basta dimostrare che gli H, hanno la
proprieta dell’intersezione finita. Facciamolo per induzione sul numero di elementi da intersecare. D’ora in poi
H,, := HS..

Se n = 2, siano H,, N H,, = () per qualche x3,z5 € S5. Definiamo

H()\) = H/\12+(1_>\)I/2, A E [0, 1]

14



Se z1 € Hy, U Hyy, allora
(w1, Azg + (1= N)ah) < Az, w2) + (1= Np(ey, 25) <

dunque H(\) C H,, U Hyy.

Se esiste A* € [0, 1] per cui 1 € H(A\*) N Hy, # 0 e 2y € H(A\*) N Hyy # (. 11 segmento che unisce x1, x &
contenuto in H(A*), poiché tutti gli H(A) sono convessi in quanto sopralivelli di una funzione concava. Le due
intersezioni sopra sono convessi, compatti, disgiunti, dunque si possono separare con un iperpiano.

L

L’intersezione T; tra l'iperpiano e il segmento [z1, 7] sta in H()\*), ma non sta in nessuno tra H,, e Hy,,
ottenendo 'assurdo. Dunque H()\) C H,, oppure H(A) C H,.

Prendiamo A per cui H(\) C H,, (o x4). Avremo che H(\) N H,
7} € Hyy (z2) avremo

;=0 (o viceversa ). Ma allora per ogni

/

n(ah, Xez + (1 - Nah) < ",
ma i € continua, pertanto esiste un € > 0 per cui

A=A <e, |r1—72) <e = p(ry,A\va+ (1 - N)ah) < c*.
Possiamo dunque prendere un ricoprimento di H,; (z2) fatto di intorni di #} per cui funziona la proprieta sopra,
e possiamo estrarne un ricoprimento finito per la compattezza di H, (z2), da cui prendiamo il minimo degli €
per i finiti punti z} scelti, e otteniamo che

*

A=A <e = p(zy, Moo+ (1 — N)ah) < ¢, Yy € Hyy.

Concludiamo che H(A) C H,, (o z4) per ogni A in un intorno aperto di A
Consideriamo

A={Ne€[0,1]: H\) C H,,}, B:={A€[0,1]: H(\) C Hy}.

Abbiamo mostrato che AN B =1, AU B = [0,1] e che sono aperti in [0, 1], ma [0, 1] & connesso, da cui uno tra
A, B é vuoto. Notiamo 1 € A, 0 € B dunque otteniamo un assurdo. Cio implica finalmente che

Hy, M Hyy # 0 Vg, 15 € Sa.

Per il passo induttivo, prendiamo n + 1 punti x3,z3,..., 25"

n+1 n+1
() H. = (H, NHs)N(HzNHs), Hy:=()Hgz
i=1 =3

dove i due pezzi non sono vuoti per induzione, e per concludere si ripete lo stesso ragionamento del passo base,
con
H(A) = Hyz11(1-x)22 N Hs.

O

Nel risultato, potevamo sostituire convessita/concavita delle funzioni con la quasiconvessita/quasiconcavita,
definite come

15



Definizione 12. g : R™ — R ¢& quasi convessa se e solo se

9z + (1 = N)y) < max{g(x), g(y)}

Esercizio 4. Una funzione ¢é quasiconvessa(quasiconcava) se e solo se tutti i sottolivelli(sopralivelli) sono
CONVESSI.

Esercizio 5. Trovare una funzione quasiconvessa(quasiconcava) non continua.

Nota: esistono funzioni non convesse in cui tutti i sottolivelli sono convessi, per esempio |z| oppure 23 su R.

Il teorema da informazioni sul valore di giochi continui, e i giochi matriciali non sono continui. Nonostante
cio, il teorema é nato pensando a giochi finiti.

9 Strategie Miste

Prendiamo un gioco finito {N, S, u} anche a pia di 2 giocatori, con |S;| = n;.

Definizione 13. Le Strategie Miste per il giocatore i sono

Ag, :i={o:5; —=[0,1] : Z o(xz) =1}

T€S;

che si possono anche vedere come lo spazio simplettico dei vettori di probabilita (ossia a entrate
nonnegative e a somma 1) in R™, che chiameremo anche A,,,. Denotiamo anche

N

A:=]]As.

=1

Un elemento di A ¢ un vettore di funzioni, o una n-upla di vettori di probabilita di diverse dimensioni, dove n
¢ il numero di giocatori, e lo indichiamo con o. Come al solito, o_; sara la collezione di tutti gli elementi di o
tranne ;. Chiamiamo anche
T4 2 S_i — [0, 1] ’/T_i(x_i) = HUJ'(.TJ‘)
J#i
dove & = [z;,x_;]. Per calcolare I'utilita di una strategia mista, dobbiamo pensare che il giocatore i scelga la
strategia x; € S; con probabilita o;(z;). Dunque sara

hi(o) = Z wizi, ®_;)oi(x)m_i(x_;)
xzeS

e chiamiamo h il vettore di queste funzioni. Chiamiamo r;(o—;) le risposte ottimali alle strategie miste o_;,
che saranno in generale un sottoinsieme di A,,.

Definizione 14. Dato un gioco finito {N, S, u}, allora la sua Estensione in Strategie Miste sara

{N,A,h}

Esercizio 6. Le funzioni h; sono multilineari sulle strategie miste, ossia

hi()\dj + (1 — )\)U/- o ) = /\hi(Uj,O',j) + (1 — )\)hi(O'/' O',j) Vi, j

VR J
Prendiamo adesso un gioco finito a somma nulla a due giocatori, e la sua estensione in strategie miste.
Abbiamo una matrice A € R™*"2 del gioco. Scriviamo le utilita rispetto alle coppie di strategie miste (p, q).

P, q sono vettori di probabilita, e dato che il gioco é a somma nulla, avremo p; = —us e pertanto hy = —hs.
hi(p.q) =Y p(21,22)pe, @, = P" Aq.
xS
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Il primo giocatore avra p? Ag mentre il secondo —p” Aq, dunque consideriamo h(p, q) := p¥ Aq. Notiamo che
le ipotesi del teorema [3| sono rispettate.

Esempio

» Nella morra cinese, la matrice é

s
I

|
—
—

da cui
pTAq = q1(p2 — p3) + q2(ps — p1) + a3(p1 — p2).

Attuando una strategia di minmax, avremo

q1(p2 — p3) + @2(p3 — p1) + q3(p1 — p2) > min{(p2 — p3), (ps — p1), (P1 — p2)}
wi(p) = min h(p, q) = min{(pz — ps), (3 = p1), (p1 —p2)} <0
max min h(p,q) =0
P q
e questo si raggiunge quando p = e/3, ossia ogni giocatore sceglie a caso tra le tre possibilita.

Ripetendo lo stesso ragionamento della Morra cinese in generale,

w1 (p) = minh(p, q) = minp’ Ag = minp”’ A,
q q

mgxmqin h(p,q) = mgxmiinA = mgxmax{v cv < (pTA)s,i=1:ny).
Lo stesso ragionamento per il giocatore 2 porta a
mqinmgx h(p,q) = mqinmaqu = mqinmin{v cv > (Aq)i,i=1:n1}.
Questi sono problemi di programmazione lineare, e il teorema [3] ci dice che hanno lo stesso risultato. I due
problemi sono uno il duale dell’altro, ossia si possono scrivere nella forma
(P) max{c’x : Ax < b} (D) min{b"y : yT"A =c,y >0}

Le due regioni di ammissibilita sono non vuote, dunque il teorema di dualita forte ci dice nuovamente che i
risultati dei due problemi sono uguali. Questo redimostra il teorema [3]in caso di strategie miste.

Esercizio 7. Ogni estensione a strategie miste di un gioco finito a somma nulla a due giocatori ha un equilibrio
di Nash.

22-3-18

Se p' € A, sono visti come vettori di probabilita, allora la funzione h; pud anche essere riscritta come
ni no MNn
hi(p* n) = (j1, 7 in)pL p? n
i P =D > wi(rsdos - Jn)05 05, - DY,
Ji=1j2=1 Jn=1
da cui h; € lineare in p’ per ogni j (ossia le combinazioni convesse si comportano bene).

Esempio

» Nella Battaglia dei Sessi
‘ partita ‘ cinema

partita | 2/1 | 0/0

cinema | 0/0 | 1/2

e poniamo p, g i due vettori di probabilita, dove p = (p,1 —p) e ¢ = (¢,1 — q). Le funzioni h; sono

hi(p,q) =2pg+ (1 —p)(1 —q),  ha(p,q) = pg+2(1—p)(1—q).
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Questo non ¢é un gioco a somma zero. Calcoliamo le funzioni di miglior risposta. Notiamo che
he < max{p,2(1—p)},  hi <max{2¢1-q}

dunque
(1,00  p>2/3
ro(p) = arg mgx{hg (p,q)} = { qualsiasi p=2/3
(0,1) p<2/3
(1,0) qg>1/3
r1(q) = argmax{h1(p,q)} = { qualsiasi ¢=1/3
Y 0,1)  g<1/3

r2(p)

r1(q)

1/3

2/3 1
Figura 4: Grafico delle risposte r1(q) e r2(p).
Gli equilibri del gioco originale (0,0) e (1,1) sono restati equilibri, ed in pit abbiamo anche ’equilibrio

(2/3,1/3). Notiamo qua che le strategie non miste 1, 0 erano risposte ottimali a 1/3 per il secondo giocatore
e a 2/3 per il primo. Questo non é casuale.

Definizione 15. Dato un giocatore i, le strategie miste che associano probabilita 1 ad una strategia
s; € S; e zero alle altre sono dette Strategie Pure associate agli s;, e le indichiamo con o, .

Lemma 5. Se una strategia pura é un equilibrio di Nash nel gioco finito, allora é anche un equilibrio di Nash
sulle strategie miste.

Dimostrazione. Dato s* € S un equilibrio di Nash, abbiamo

wi(sy,8%;) > wi(si, s;) Vs; €5; Vi

Presa la strategia pura Osr € una strategia mista o; € Ag,, avremo

hi(os s ) = D palsis2)0i(si) < Y wils], 82)0u(si) = pals], 87) = hi(0se).

s;€8; 5;€85;

18



Lemma 6. Una strategia mista o* € A ¢é un equilibrio di Nash se e solo se per ogni giocatore i e per ogni
strategia pura s € S; per cui o} (s) > 0 abbiamo o5 € (0 ;), o0ssia la strategia pura s & una risposta ottimale.

Dimostrazione. Supponiamo che o* sia un equilibrio, e chiamiamo s; € S; attiva se o (s;) > 0. Basta far vedere
che h; non cambia quando sostituiamo una strategia pura attiva alla mista per il giocatore i. Abbiamo

hi( Z Z wi(8i,8—i)m_i(8—;)0 Z 0(s;)o}(s;)

S;i€S; 8_;€ES_; $;€S;
dove
O(si) = > pilsi,s_i)m_i(s_s).
s_;€S_;
Dunque
hi(of,0,) < max 0(s;) =0(3;) = hi(os,,0";) < hi(o],0%,).

o5 (s:)>0

Questo ci dice che 6(5;) ¢ il valore dell’equilibrio o*. Ricordando che la somma degli ¢} (s) & 1, otteniamo che

G =0(s:) = > 0)oi(s)) = > [0(s) — 0(si)]o (s:)

5:€5; 5:€8; 5:€5;
ma ogni addendo ¢ nonnegativo poiché 6(s;) ¢ pit grande dei 6(s;), da cui ogni addendo deve annullarsi:
07 (s;) >0 = h(os,,0%;) =0(s;) =0(5;) = hi(o™)
e pertanto ogni strategia pura attiva é una risposta ottimale.

Viceversa, se tutte le pure attive sono ottime risposte a o*, allora devono avere lo stesso valore

9(51) = hi(gsia Utz)

da cui

(o) = 3 O(s)ol(s) = 6(s) > hi(oia®y) Vo,

o*(s;)>0

ossia o* ¢ ottimale.

10 Esistenza e Unicita di Equilibri
La mappa r : S — Z(S) associa ad ogni strategia s il prodotto
r(8) =ri(s_1) x ra(s_2) X - X rp(8_p)
dove i singoli pezzi possono essere insiemi, anche vuoti. Un equilibrio di Nash & un Punto Fisso di R, o meglio
s* er(s”).
L’esistenza di un tale punto & dato dal teorema di Kakutani, ma bisogna sapere prima cosa sia una mappa

chiusa riferito ad una multifunzione f : X — 2(X).

Definizione 16. f: X — Z(X) con X CR" si dice Chiusa se il suo grafico

Graph(f) = {(z,y) € X x X :y € f(2)}

é chiuso in R™ x R™, ossia se f & "chiusa per successioni”:

zr =, Yk € f(zr), w—y = yE fla).

Teorema 4 (Kakutani). Dato un sottoinsieme K C R™ convesso compatto, consideriamo una multifunzione
T: K — P(K) per cui T(x) & sempre non vuoto, convesso e chiuso. Se T é una mappa chiusa, allora ammette
un punto fisso, ossia esiste x € K per cui x € T(x).
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(Senza Dimostrazione)

Teorema 5 (N.Kaido-Isoda, 1955). Supponiamo che per ogni 1 <i < N,
e S; CR™ convesso compatto
® Li; superiormente semicontinua
e (s, ) inferiormente semicontinua per ogni s; € S;
e 1;(s_;) convesso per ogni s_; € S_;.
Allora il gioco (N, S, pu) ammette un equilibrio di Nash.

Dimostrazione. Notiamo che r(s) sono prodotti di convessi, dunque sono anche loro convessi, e sono non vuoti
poiché r;(s_;) sono non vuoti, in quanto

rils ) = arg max {pi(si,5 )}

$i€95

ma il massimo esiste in quanto p; & superiormente semicontinua (Weierstrass). Prendiamo zj € r;(s_;) e tali
che z;, — x. Ma allora
ik, 8—i) > pi(si, 8—i)  Vs; €5;

= pi(r,8_) > limksup pi(Tr, s—i) > pi(Si, 5—i) Vs; € S
per la semicontinuita superiore. Allora x € r;(s_;) e I'insieme ¢ pertanto chiuso.
Prendiamo xy € r;(yg) con xp € S; e yx € S_;, per cui xp — = e yp — y. Sappiamo che
pi(Te, Ye) = pilsi; yr) Vs €5
wi(z,y) > limksup wi(Th, Yr) > limksup wi(si,yr) > limkinf i (i, yr) > 1i(si,y) Vs; € S5

per semicontinuita superiore e inferiore. Da cio x € r;(y), e pertanto r; &€ una mappa chiusa, e anche r & chiusa.
Applicando dunque Kakutani, trovo un punto fisso per r, e dunque un equilibrio di Nash. O

Nota: il Teorema [3] & un corollario di questo teorema.
Corollario 1. Ogni estensione a strategie miste di un gioco finito ammete un equilibrio di Nash.

Dimostrazione. Le funzioni h;(-,o_;) sono quasiconcave, dunque r;(o_;) & convesso, infatti se xz,y € r;(o—;) e
A € [0,1], allora
hl(Ax + (1 - )\)y,a_l-) > min{hi(xa U—i)v hl(ya U—i)} = hz(xv U—i)

dunque anche Az + (1 — X\)y € r;(o—;). Applicando |5} otteniamo la tesi. O
E T'unicita?

23-3-18

Esempio

» Prendiamo il gioco a due giocatori S; = Sy = [0,1] e u1 = —s7 + 25182, ig = —s5 + 35152. Le funzioni
11, 2 sono parabole concave, e le funzioni di risposta sono

351/2 0§81§2/3

r1(s2) = $a, ra(s1) = {1 2/3<s1 <1
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52

Tz(Sl)

T1(s2)

2/3 1

Figura 5: Grafico delle risposte r1(sz2) e ra(sy).

In questo caso r é una funzione e non una multifunzione, ed inoltre esistono due equilibri diversi.

Supponiamo r sia una funzione r : S — S (e non una multifunzione). Sappiamo che gli equilibri sono tutti e
soli i punti fissi. Alcuni richiami

e Ricordiamo che una contrazione é una funzione f per cui

1f(2) = FW)I < pllz =yl

con p < 1. Sappiamo che f ammette sempre un unico punto fisso se f : X — X con X compatto.

Una funzione f € C! & strettamente concava se e solo se

(Vf(z) = VW) (y—2)>0 Vo#yeR"

Dato X C R"™ convesso, e f strettamente concava, allora

|argmax{f(z) :x € X}| <1

f:R™ — R si dice Fortemente Concava di modulo 7 > 0 se

FO@+ (1= X)) 2 Mf(@) + (L= Nf) + A0 =Nz —ylF  VAED1), VoyeR®

Dato X C R"™ convesso chiuso, e f fortemente concava con modulo 7 > 0, allora

|argmax{f(z) :z € X} =1

Una funzione f € C! ¢é fortemente concava se e solo se

(VI(@)=Viw) (y—z) >7llz—y|* Vz,yeR"

Esercizio 8. Una funzione f ¢ fortemente concava di modulo T se e solo se f + Z|| - ||* ¢ concava.
Tre risultati che useremo sono i seguenti.

Lemma 7. Una funzione g : R® — R e g € C' ¢ fortemente concava di modulo T se e solo se

9(v) < 9(@) + V(@) (y —2) = Sy a2l Ve,
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Dimostrazione. Se vale la tesi, allora

9(y) < 9(@) + Vo) (y =) = Sly —2l”  9(@) < 9(u) + Vo(v)" (@ ) = Flly o

la cui somma é
0 < (Vg(x) = Vg) (y — ) = 7lly — z|?

e pertanto f é fortemente concava di modulo 7.

Viceversa, usiamo la definizione di derivata direzionale, e notiamo che = + t(y — =) = (1 — t)z + ty.

Vo) (y — ) = lim L& =) = 9(@)

t—0 t

. (1 —t)g(z) +tgly) + F(1 — t)t[lx — ylI* — g(z)
> lim

t—0 t
1 _ Z . _ 2
= limg(y) — g(z) + 5 (1 —t)l|lz —y|

= 9(y) — 9(x) + Zlle — yI*.

Lemma 8. Sia X C R" un convesso chiuso, Y CTR™, eg: X xY — R una funzione. Supponiamo
e g(-,y) e fortemente concava di modulo T
egcCle %g(m,y) Lipschitziana di modulo L in y per ogni x € X.
Allora
z(y) := argmax{g(x,y) : x € X}
¢ ben definito e

L
I2(y2) = 2(w2)ll < —llyr = w2ll-
Lemma 9. X C R" convesso chiuso, f : R® — R concava, f € C*. Allora
T € argmax{f(z) 1z € X}

se e solo se
Vi@ (x—-7)<0 VreX.
Torniamo ai giochi. Poniamo che p;(-, s_;) sia fortemente concava di modulo 7; > 0 indipendente da s_;.
Poniamo inoltre che p
ui € C, d—ui(si, -) Lipschitz di modulo L; Vs; € S;.
Sq

Per Lemma [§] abbiamo che

2 = 2 ¢ L2 2

/ / /

Ir(s) = r(sH* =D llra(s—i) = ra(sZ) 1 < Y —lls—i — sLil
i=1 i=1 ¢

'« A ro2 _ 2 L7

< max 3 s s — 8P = (n— 1)l — '] max 2t

i=1 i

da cui r & una contrazione se )

(n —1)max — < 1.

7 T;

Definizione 17. Dato un gioco G con u; € C', il gioco si dice Strettamente Concavo in Diagonale
se

Z (Vipi(si, 8-3) — Vips(s}, s/_i))T (s; —s;) >0 Vs#s €8.

i=1
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Teorema 6 (Rosen, 1965). Se un gioco G ¢& strettamente concavo in diagonale, allora ammette al pit un
equilibrio di Nash.

Dimostrazione. Dati due equilibri , y, allora, da Lemma/[9]
Vipi(zi,x—;)" (si — ;) <0 Vs; € 5, Viri(yi,y—i) " (s; —yi) <0 Vs; € S;.
Sommando tra loro e su tutti gli ¢, e sostituendo s} = x;,s; = y; si ottiene che
n
T

Z (Vipi(zi, x—i) — Vipi(yis y—i))" (yi — ) <0.

i=1
Applicando 'ipotesi si conclude che = y. O

Nota: se sostituisci p; con t;u; e t; > 0, allora gli equilibri non cambiano (perché non cambiano le risposte
ottime), ma la condizione di strettamente concavo in diagonale viene cambiata. In particolare abbiamo piu
parametri con cui giostrarsi.

Definizione 18. Se j; € C? e S; € R™, allora la funzione
Vipi(si,8-1)
F(s) = V2M2(f2,8—2) c M . ini
Vi ($n 5-n) -

viene detta Gradiente del Gioco. La Jacobiana di F : RM — RM

JF(S) = (VJVZ,U;T(S)) .

%9

¢ una matrice V;V;u; detta Jacobiana del Gioco.

Lemma 10. Se Jr(s) + Jr(s)T ¢ definita negativa per ogni s € S, allora il gioco ¢ strettamente concavo in
diagonale.

(Per la dimostrazione si usa il valor medio in forma integrale)

Esercizio 9. Calcolare Jr per il gioco Sy = Sz = [0,1] € uy = —s7 + 28182, o = —83 + 35152. Vedere che non
& mai strettamente concava in diagonale, neanche se sostituiamo p; con multipli positivi t;u;.

11 Strategie Dominanti e Dominate

Definizione 19. 35; € S; si dice Dominante se
wi(8iy 8—i) = pi(si, 5—4) Vi, 8—i-

Questa ¢ Strettamente Dominante se vale con >.

Se un giocatore avesse una strategia strettamente dominante, allora giocherebbe sempre quella, e due strategie
dominanti hanno la stessa utilita per il giocatore .

Definizione 20. Il profilo di strategie s si dice (strettamente) Dominante se ogni s; & (strettamente)
dominante per il giocatore i.
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Un profilo di strategie dominanti é un equilibrio di Nash, e un profilo strettamente dominante & 1’unico equilibrio
di Nash. I viceversa sono falsi.
Esempio

» Nel dilemma del prigioniero

non conf | conf

non conf | =2/ -2 | —7/0
conf 0/—-7 | =5/-5

il profilo (confesso,confesso) @ strettamente dominante, e pertanto & I'unico equilibrio di Nash.

» Se lo altero in
non conf conf

non conf | =2/ —2 | —7/0
conf -3/-7|-5/-5

allora (confesso,confesso) non ¢ neanche dominante, ma ¢ comunque 'unico equilibrio di Nash.

Definizione 21. 5; € S; st dice Strettamente Dominata se esiste s; € S; per cui
wi(Si, 8—i) < pi(s;,8—;) Vs_;.

5; € S, si dice Debolmente Dominata se esiste s € S; per cui
pi(3i, 8—i) < pi(si, 8-:) Vs

ed esiste un s*, per cui
— * * *
i (33, 8%;) < pi(si, sZ;).

Notiamo che un giocatore non giochera mai una strategia dominata. Questo ci suggerisce che per trovare un
equilibrio, possiamo

e cercare strategie dominanti,

e climinare strategie dominate,

ed iterare.
Esempio

» Prendiamo

L@ ]G] @
1) [ 4/3 | 7/4 | 5/3 | 3/1

) [1/5]5/7 | 2/T | 2/5

(3)[3/4]4/3|5/7]6/2

Per il primo giocatore, la strategia (riga)2 ¢ dominata da (riga)l, e per il secondo (colonna)4 ¢ dominata
da (colonna)2, da cui si possono eliminare e si ottiene

ONECIRNC)
(M) [4/3 [7/4[5/3
(3) [3/4 [4/3 [5/7

Adesso (riga)3 ¢ dominata da (riga)l, e (colonna)l ¢ dominata da (colonna)3, dunque

1 2) | 3)
(1) | 7/4]5/3

Qua si conclude che i giocatori giocano (riga)l,(colonna)2. Andando a verificare, effettivamente ¢ un equi-
librio. Notiamo pero che anche (3,3) & un equilibrio di Nash, che non abbiamo identificato dall’algoritmo.

Esercizio 10. Costruire un gioco a 2 giocatori di questo tipo in cui questo algoritmo non si riduce mai ad una
sola strategia (Morra Cinese?)

5-4-18

Formalizziamo la strategia di eliminazione successiva di strategie applicata sopra:
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‘ N

Algoritmo 1 (Algoritmo Eliminazione Dominate).
1. Poniamo S := S; per ogni giocatore i. Poniamo k = 0.
2. Definiamo il k-esimo gioco G* come
Gh = (&, {Sf}z‘eN,N)
3. Aggiorniamo gli SF eliminando le strategie dominate ad ogni passo

SFY .= {2 € S¥ : x non dominata in SF}

4. Dato S**1 =T[, . SFT, se [Sk+1| < 1, allora termina.

5. k=k-+1 e torniamo a 2.

\ %

In questo algoritmo, non abbiamo specificato se vogliamo togliere le strategie debolmente o strettamente
dominate. Vorremo sapere se alla fine ci rimangono equilibri di Nash, e quanti ce ne restano. La prima cosa
che possiamo notare & che se gli S; sono non vuoti, allora ad ogni passo gli Sf non possono essere vuoti, perché
due strategie s},s; non possono essere dominata l'una dall’altra.

Definizione 22. Un gioco G' = (N,{T;};,n) é detto Restrizione di G se G = (N,{S;}i,n) con
0 # T; CS; per ogni i.

L’algoritmo ritorna dunque un gioco G’ che ¢ restrizione dell’originale G.

Lemma 11. Sia G' = (N,{T;}i, ) la restrizione di G = (N,{S;}i, ) ottenuta eliminando una sola volta le
strategie strettamente dominate. Allora

o Se s* €S ¢ un equilibrio per G, allora s* appartiene o T = [[, T; ed é un equilibrio per G’
e Se G ¢ finito, e s* € T & un equilibrio per G', allora s* ¢ pure un equilibrio per G

Dimostrazione. Notiamo che se s* € T, allora ¢ ovvio che sia un equilibrio per G’. Se per assurdo sf ¢ T,
allora era strettamente dominata da un s, e cio vuol dire che p;(5;, s* ;) > pi(s*), da cui S* non pud essere un
equilibrio, assurdo.

Se per assurdo s* non fosse un equilibrio di G, allora esisterebbe un giocatore i e una strategia s; € S; per cui
1i(Si, 8%;) > wi(s*). Dato che s* ¢ un equilibrio in G, allora 5; ¢ strettamente dominata da un’altra strategia
si, € possiamo prendere s; € T; per transitivita della relazione di dominanza. Ma allora, ricordandoci che s* é
equilibrio in T,

1i(Si, 875) < palsir s75) < pa(s”)
assurdo. O

Notiamo che se al posto di G finito poniamo che gli S; siano compatti, e che le y; siano semicontinue superiori,
allora il secondo punto della tesi non cambia.

Inoltre, se eliminiamo le debolmente dominate al posto delle strettamente dominate, il secondo punto del
lemma vale ancora, mentre il primo no.

Dato che ’algoritmo ripete ’operazione del lemma molte volte, otteniamo che

e Eliminando le strategie strettamente dominate, il gioco ristretto finale contiene esattamente gli stessi
equilibri del gioco iniziale

e Eliminando le strategie debolmente dominate, gli equilibri del gioco ristretto finale sono equilibri del gioco
iniziale, ma si possono perdere equilibri.

Esempio
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» Prendiamo

(1) (2) (3)
1| 1/-1 -1/1 -1/ -1
(2) -1/1 /-1 | -1/-1
@3 |-1/-1|-1/-1]-1/-1

Non ci sono strategie fortemente dominate, mentre la terza riga e la terza colonna sono entrambe debol-
mente dominate. L’unico equilibrio pero ¢ il profilo di strategie (3,3), che viene eliminato al primo passo
dell’algoritmo. Il gioco ridotto non presenta equilibri.

Ci possono anche essere giochi con equilibri senza pero strategie debolmente dominate.

Esempio
| 4
1) | (2
(1) | 2/1]0/0
(2)10/112/0

(3)|1/1]1/2
Qui l’algoritmo non modifica il gioco, ma (1, 1) & un equilibrio. In questo gioco, il primo giocatore non ha
motivo di giocare la strategia della terza riga, nonostante non sia dominata.

Definizione 23. Una strategia s; € S; si dice Mai Miglior Risposta(MMR) se per ogni s—; si ha
S ¢ T‘Z‘(S,i).

Una strategia strettamente dominata, per esempio, é sempre una MMR. Possiamo quindi analizzare 1’algoritmo,
dove al posto di eliminare le strettamente dominate, eliminiamo le MMR.

Si puo notare che entrambi i punti del Lemma [11| valgono ancora, dunque é un altro metodo per restringere
il gioco.

12 Miglior Risposte

Un’altra classe di algoritmi cerca gli equilibri saltando da una strategia ad una "migliore" seguendo un certo
criterio. Ricordiamo che la multifunzione di miglior risposta r : S — Z2(S) ¢ definita come

r(s) =ri(s_1) X ra(s_2) X -+ X r5(8_p)

e gli equilibri sono tutti e soli i punti fissi di R.

a N

Algoritmo 2 (Migliori Risposte Successive).

1. Iniziamo da un profilo s° € S casuale, e poniamo k =0
2. Scegliamo un s*+1 € r(s¥)
3. Se s**1 = s* ci fermiamo

4. Poniamo k =k + 1 e torniamo a 2.

\ %

Warning: nello step 2, aggiungiamo la condizione "se s* € r(s"), allora ci fermiamo", poiché altrimenti si
potrebbe ciclare tra equilibri.

Se r & una contrazione, allora questo algoritmo converge.

Esempio
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» Prendiamo il dilemma del prigioniero

non conf |  conf

non conf | =2/ —2 | —=7/0
conf 0/—-7 | -5/-5

In questo caso, r é sempre una funzione, e ’albero dell’algoritmo &

(¢c,nc)
/ \
(nc,nc) (c,c)
~_ /

(nc,c)

Figura 6: Grafico dell’algoritmo MRS sul dilemma del prigioniero.

Quindi I’algoritmo MRS converge all’equilibrio.

» Invece, sulla battaglia dei sessi

partita | cinema
partita | 2/1 0/0
cinema | 0/0 1/2

I’algoritmo si spezza in tre loop:

Figura 7: Grafico dell’algoritmo MRS sulla battaglia dei sessi.

dunque se non parti da un equilibrio, non arriverai mai ad un equilibrio.

Un altro algoritmo aggiorna le strategie una componente alla volta:

-
Algoritmo 3 (MRS Asincrono).

1. Iniziamo da un profilo s° € S casuale, e poniamo k =0
2. Ordinatamente rispetto ai=1,...,n, scegliamo

k+1 k+1 k41 _k k
5 51 )

€ 7y U M P i4

3. Se s**1 = s* ci fermiamo

4. Poniamo k =k + 1 e torniamo a 2.

N

J

k+1 k+1 .k

Warning: nello step 2, aggiungiamo la condizione "se sf Cri(87 S Sy S
in modo da aumentare ad ogni ciclo la funzione utilita (questo dettaglio servira solo per il Teorema (7).

Esempio
» Ritornando alla battaglia dei sessi

partita | cinema
partita | 2/1 0/0
cinema | 0/0 1/2
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stavolta lalgoritmo asincrono MRS converge agli equilibri:

(c,p)
v n
(p,p)

(c,c)

(p,c) /

Figura 8: Grafico dell’algoritmo MRS sulla battaglia dei sessi.

Notiamo inoltre che se l'ordine dei giocatori viene cambiato, anche 'output dell’algoritmo cambia, ma
comunque converge ad equilibri.

» Se invece analizziamo il gioco a strategie miste della battaglia dei sessi, con i due algoritmi MRS e
Asincrono, otteniamo

r2(p)

r1(q)

1/3

! 2/3 1

Figura 9: Grafico delle risposte r1(q) e r2(p) e aree per I’algoritmo RMS.

L’algoritmo MRS, se parte da un punto (p, ¢) nelle aree rosa, ciclera tra (0,1) e (1,0), emulando il ciclo
che avevamo gia nel gioco originale. Se parte dall’area verde finisce sull’equilibrio (1,1), mentre se parte
dall’area blu arriva all’equilibrio (0,0). Nel caso in cui il punto iniziale stia sulla retta p = 2/3 o sulla
retta ¢ = 1/3, allora ’andamento & incerto poiché R é una multifunzione, ma quasi certamente ricadra in
uno dei tre casi precedenti, anche partendo dall’equilibrio (1/3,2/3).
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r2(p)

r1(q)

1/3

2/3 1

Figura 10: Grafico delle risposte r1(q) e r2(p) e aree per I'algoritmo Asincrono RMS.

L’algoritmo asincrono MRS, invece, non cicla con probabilitd 1. Se si parte dall’area verde, converge a
(1,1), mentre se parte dall’area blu, converge a (0, 0).

Notiamo che se il gioco ¢ finito, allora questi due algoritmi devono necessariamente ciclare o convergere ad
un equilibrio. Se non ¢é finito, pud ancora ciclare, ma si ha il seguente risultato:

Lemma 12. Sia S C R™ chiuso, e poniamo che le funzioni p;(-,s_;) siano continue per ogni i. Se RMS o
RMS Asincrono genera una sequenza infinita {s*} che converge a s*, allora s* ¢ un equilibrio.

Dimostrazione. Dimostriamolo per RMS, e l’altro é simile. Sappiamo che ui(sfﬂ, s’ii) > wi(s, s’ii) per ogni
s € S;, e passando al limite u;(s*) > p;i(s, 8* ;) per ogni s € S; e per ogni i, da cui 8* & un equilibrio. O

6-4-18
Esempio

» Portiamo come ulteriore esempio il Duopolio di Cournot.

T2

1

(T —¢)/2 T—c¢

Figura 11: Grafico delle risposte ri(x3) e r2(x1), e primi tre passi del metodo MRS
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€2

(T )2 T c
Figura 12: Grafico delle risposte ri(x2) e r2(x1), e primi tre passi del metodo MRS Asincrono

Possiamo notare che il metodo asincrono é piit veloce. Inoltre, in questo caso, entrambi gli algoritmi
convergono.

13 Giochi Potenziali

Definizione 24. Dato un gioco G, una funzione P : S — R si dice Potenziale esatto se
i (5, 8—i) — pi(84,8—3) = P(55,8-3) — P(8i,5-4) Vi, V5;,5,€8;, Vs_;€58_.

Se tale funzione esiste, allora G viene chiamato Gioco Potenziale.

Possiamo notare che se P é un potenziale, anche P + a ¢ un potenziale, ossia ¢ definito a meno di costanti.
In realta, se P, Q) sono due potenziali dello stesso gioco, vale anche che P — () é costante.

Lemma 13. Dato un gioco G con S; C R™ convessi chiusi, e con funzioni di utilita C1(S), allora presa una
funzione P € C(S), questa ¢ un potenziale esatto per G se e solo se

Vi = V;P Vi € N.

Dimostrazione. Usiamo il teorema fondamentale del calcolo integrale:
1
P(§i7 S,i) — P(§l, S,i) = / VzP(§l + t(gi — §1), S,i)T(gi — §1)dt
0

1
/ii(gi, S,i) — M’L(éla S,i) = / Vi,ufz(gz —+ t(gi — gz); S,i)T(gi — §2)dt
0
Se P é un potenziale, i membri sinistri delle due espressioni sono uguali, e cid porta all’'uguaglianza dei gradienti.

Viceversa, se i gradienti sono uguali, allora P é un potenziale. O

La battaglia dei sessi e il duopolio di Cournot sono entrambi giochi potenziali.
Esempio

» nella battaglia dei sessi,

partita | cinema partita | cinema
partita | 2/1 0/0 — P = npartita 1 0
cinema | 0/0 1/2 cinema | —1 1

» Nel caso del duopolio, ricordiamo che
iz, x2) = (T — 21 — x2) — ca;.
e pertanto V;u;(z1,22) =T — 21 — x2 — x; — ¢. Una funzione che ha questi gradienti &

P(x1,22) = (T — ¢)(z1 + x3) — 22 — 23 — 2120.
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Lemma 14. I massimi della funzione potenziale sono equilibri.
Dimostrazione. Se s* ¢ un massimo di P, allora preso un i e un s; € S;, avremo
pi(s*) — pi(si, s7;) = P(s") — P(si,87;) 2 0

da cui s* é un equilibrio. O

Il viceversa non vale, ossia non tutti gli equilibri sono massimi del potenziale.

Esempio

» Il gioco potenziale

1 | @ 1) | ()
(1)|3/2]0/0 —mP= (1) 2| 0
(2)10/0]1/2 (2| -1 1

ha come equilibri le due strategie coordinate, ma solo una delle due é un massimo globale.

Definizione 25. Una funzione P : S — R per un gioco G é un Potenziale Ordinale se

wi(3is 8—i) — pi(3i,8-4) >0 <= P(3;,8-;) — P(3;,5-;) >0 Vi, V5;,5,€8;, Vs ;€5

Si puo verificare che il Lemma [14] continua a valere anche per questi tipo di giochi. Inoltre esistono giochi che
ammettono questo tipo di potenziale, pur non essendo giochi potenziali.

Esempio

» Un esempio &

1 | () (1) | (2)
(1){1/12/3 —mP= (1)| 1 2
(2)|2/11]3/2 (2)| 2 3

» Un altro esempio ¢ 'oligopolio di Cournot, che ¢ simile al duopolio, ma con n > 2 giocatori. In questo
caso,

wi(8i,8-i) = 8ip ZSj — CSj.
J

dove p : R — R ¢ una funzione qualunque, e S; = (0, +00) per ogni ¢. Un potenziale ordinale &

P(s)=1|p Zsj —c Hsi.
j i
Difatti

wi(8i,8—¢) — pi(sF,8-;) = sip <Z sl> —sip|si+ Zsj —c(s; — s7).
i

J#i
P(si,8-;) — P(sf,8-;) = | sip (Z 57;> —sip|si+ Zsj —c(s; — s7) Hsj.
i i J#i
e dato che s; > 0 per ogni j, avremo che le due quantita hanno lo stesso segno.

Teorema 7. Sia G un gioco finito con potenziale ordinale o esatto. Allora 'algoritmo MRS Asincrono individua
un equilibrio in un numero finito di mosse.
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Dimostrazione. Sappiamo che se 'algoritmo termina, allora ha trovato un equilibrio. Ad ogni step 2. dell’algo-
ritmo

k41 k41 k+1 _k k
5 51 )

€ ri( e S St Sy

la funzione utilitd aumenta se sf“ # sk altrimenti rimane uguale. Dato che stiamo cambiando una variabile
alla volta, avremo che anche P rimarra costante o aumentera in relazione a p;. Da cio
k k+1 _k k k+1 k+1 Kk k+1
P(S )S‘P(Sl+ y895-+45 8 )SS‘P(SI+ yeeen S s )SP(S " )7

19n n—1°n

ma se s**1 #£ s* allora una delle disuguaglianze ¢ stretta. P dunque aumenta strettamente ad ogni ciclo
dell’algoritmo, ma dato che S ¢ finito, allora P pud assumere finiti valori, da cui il gioco non puo entrare in un
ciclo e deve terminare. O

12-4-18

14 Algoritmi del Gradiente

14.1 Disuguaglianza Variazionale

Ricordiamo le caratterizzazioni di massimi per funzioni f € C! su X C R™ convesso e chiuso. Sappiamo che

Z massimo locale di f <= Vf(®)(x—%) <0 Ve e X

e se f ¢ concava, il Lemma [J] ci dice che il massimo ¢ globale e unico. Prendiamo dunque G un gioco con
S; € R™i convessi e chiusi, p; € C?, e ricordiamo che il Gradiente del Gioco & dato da

—Vipi(s1,8-1)

—Vapa(s2,5-2) "
F(s) = ) eRM M=) m.
1=1

—Vnun(.sn, S_n)
D’ora in poi ci riferiremo al problema
Fx)'(s—xz)>0 VscS (VI)
come Disuguaglianza Variazionale o (VI).
Teorema 8. Dato un gioco G = (N, S, u) con S; € R™ convessi e chiusi e u; € Ct per ogni i, allora
1. Se s* ¢ un equilibrio, allora risolve (VI)

2. Sele u;(-,8—;) sono concave per ogni s_; € S_; e ogni i, allora
s* risolve (VI) = s* ¢ un equilibrio
Dimostrazione. Poniamo che s* sia un equilibrio. Allora é un massimo di p;(-, s*;) per ogni ¢, da cui
Vipi(s*)(si —s5) <0 Vs;€8; = F(s)(s—8)>0 VsecS.
Viceversa, se le p;(-, s* ;) sono concave, prendiamo s = (s;,s*;), e otteniamo
F(s*) (s —8") = =Viui(s*)(si —s5) >0 Vs; €S; = Viui(s*)(si —s5) <0 Vs; €5,

da cui sf & 'unico massimo di y;(-, 8* ;). Dato che vale per ogni i, allora s* ¢ un equilibrio. O
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14.2 Metodo di Proiezione

Ricordiamo che su R™ (e in generale su spazi di Hilbert), la proiezione Pg su un chiuso convesso S é definita
come
Ps(y) = argmin{|ly — s||?: s € S}

e dato che la norma quadra ¢ fortemente convessa, esiste un unica proiezione. In questo caso abbiamo anche la
definizione equivalente
2€Ps(y) <= (y—2)7(s—2)<0 VscS.

Ricordiamo anche che la proiezione ¢ Lipschitz con costante 1, ovvero
[Ps(y) — Ps(2)|| < [ly — =||
anche detta Non FEspansiva. Notiamo che, preso un t > 0,
5 € Ps(s —tF(S)) <= S risolve (VI)

e cid ci dice che § & un equilibrio sotto le giuste ipotesi su p; e S; date dal Teorema [8 Intuitivamente, se ci
muoviamo lungo il gradiente, le nostre utilitd crescono, ma se ci troviamo gia in un equilibrio, vuol dire che
stiamo uscendo da S, e la proiezione del nuovo punto ci riporta sull’equilibrio.

Inoltre, questo ci dice che vogliamo cercare i punti fissi della mappa ¢ definita come

(s) = Ps(s — tF(s))
che esisterebbero sicuramente se v fosse una contrazione. Questo ci porta al seguente algoritmo:

a N

Algoritmo 4 (Proiezione).

1. Fissiamot>0,s8€ S, k=0
2. Generiamo s**! = Pg(s* — tF(s"))
3. Se st = sF ¢i fermiamo

4. Poniamo k =k + 1 e torniamo a 2.

\ J

Ricordiamo che stiamo ancora lavorando sotto ipotesi di convessita e chiusura degli S;, e sotto concavita di
Hi-

Teorema 9. Supponiamo che
e I sia Lipschitziana di modulo L su S
o F sia fortemente monotona di modulo 7 > 0 su S, cioé

(F(s) = F(&)T(s—s)>7|s—s'|* Vs, s'eS

Set < 27/L? allora s* generati dall’algoritmo di proiezione convergono all’unico equilibrio del gioco.
Dimostrazione. Basta dimostrare che sotto queste ipotesi 1 ¢ una contrazione. Presi s, s’ € S, abbiamo
1Ps(s —tE(s)) — Ps(s' = tF(s))|]” <[|s — 8" = t(F(s) — F(s")|]?
=|ls = '|I* + *| F(s) = F(s")||> = 2t(F(s) = F(s"))" (s — &)
<(1+2L2 = 2t7)|s — §'||* < ||s — ||

Notiamo che la proiezione Pg su S é il prodotto delle proiezioni
Ps(x) = Ps, (1) X Pg,(x2) X -+ x Pg, ()
dunque lo step 2. dell’algoritmo di Proiezione si scrive in componenti come
sFTL = Pg (sF +tV,(sF,s",)) Vi

Questo non ¢ altro che un algoritmo del gradiente proiettato con passo costante ¢. In generale, sappiamo che
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Lemma 15. [l gradiente proiettato applicato ad una funzione f differenziabile con V f Lipschitz di modulo
L <2/t converge ad un massimo globale di f.

Notiamo che se una funzione F' é sia L Lipschitz che 7 fortemente monotona, allora

_E(s) = F(s)| s = 8"l o [(F(s) = F(s)" (s — &)

Llls = s'l| = [|[F(s) = F(s')]| = > >7ls— s
ls = &' ls = &'
da cui
L > > 27 < 2
. ki
- L2~ L
e cio dimostra di nuovo il Teorema @], poiché t < 27/L? = t < 2/L = L < 2/t. Le ipotesi si possono

comunque ancora modificare.

e Invece di richiedere F' Lipschitz di modulo L, possiamo richiedere che le V;u; siano Lipschitz di modulo
L;, e ottenere che F ¢ Lipschitz di modulo /)", L?:

IF(s) = F(s)]* = Z IVini(s) = Vipa(s))|* < [ls — &' ZL?

e La forte monotonia si riscrive in componenti come

Tlls —8'|? < (F(s) = F(8) (s = 8') = Y (Viri(s') = Vipi(s))(s: — 85).

K2

Sotto questa ipotesi, il gioco viene detto Fortemente Concavo in Diagonale e implica in particolare
che tutte le p;(-, s—;) sono fortemente concave Vs_; € S_; e per ogni i. Il viceversa non vale.

Ricordiamo che per Definizione un gioco fortemente concavo in diagonale ¢ anche strettamente concavo in
diagonale. una variante di Lemma ¢ che se Jp(s) + Jrp(s)T & definita negativa per ogni s, e il massimo
autovalore ¢ —7 < 0, allora il gioco ¢é fortemente concavo in diagonale di modulo 7.

14.3 Extragradiente
Indeboliamo le ipotesi, e formuliamo un altro algoritmo

a N
Algoritmo 5 (Extragradiente).

1. Fissiamot>0,s€ S, k=0
5% = Pg(sk — tF(s%))
Se 8 = s* fermiamo ’algoritmo

s+l = Pg(sk — tF(8%))

Svo e

Poniamo k =k + 1 e torniamo allo step 2.

\ %

Togliendo le ipotesi di concavita e compattezza/chiusura, possiamo avere pitt di un equilibrio, e pit di una
soluzione di F(x)T(s —x) > 0 Vs € S. Per dimostrare un risultato di convergenza per questo algoritmo,
abbiamo bisogno di un po’ di lemmi.

Teorema 10. Se F continua e S compatto, allora (VI) ammette almeno una soluzione.

Dimostrazione. la mappa 1 é continua e manda S in S, dunque per il teorema di punto fisso di Brouwer, esiste
un punto fisso, che coincide con una soluzione dell’equazione. O

Lemma 16 (Minty). Se F' é monotona, allora

F3)T(s—3)>0 VseS = F(s)T(s—3)>0 VseS
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Dimostrazione.
F(s)T(s —3) > F(E)T(s -3 >0

O
Lemma 17. Datot > 0, allora
- . AT 1 2
Ps(s —tF(8)) = argmin { F'(8)" (y — s) + - [ly — 5|
yeSs 2t
Dimostrazione.
ly — s +tF3)|? = ly — slI” + 2tF(3)" (y — ) + | F(3)]?
dunque
1
arg min {F<§>T<y —s)+ o lly - s||2} — axgumin {1y — s + tF(3)|*} = Ps(s ~ tF(3)
O

Lemma 18. Data f : R™ — R fortemente convessa di modulo 7, X chiuso e convesso, e T il minimo di [ su
X, allora

@) > f@) +5le-z*  VaeX.
Dimostrazione. Ricordiamo che f & fortemente convessa se
FO@+ (1= Ny) A (@) + (1= Nfw) - A= Ve -yl WAe[0.1], VYoyeRr”

Ponendo y = @, e notando che ogni combinanzione convessa di x,Z sta in X per convessita, e che T ¢ il minimo
di f su X, avremo

@) < fOx+ (1—NT) < Mf(x) + (1 - N f(@) — %A(l “Nllz-=Z)2 Vre[0,1], VzeX

0<A[fl@) - f@) -3

Ponendo A # 0, possiamo semplificarlo, e otteniamo

(1- Nz —§||2] VAe[0,1], VzeX

f@) > f@+51-Ne-z|>  VAe(0,1] VeeX

f(@) > lim f(@) + 21 =Nz -2|* = f@) + Fle -7  VeeX

13-4-18

Siamo finalmente pronti ad enunciare e dimostrare il teorema di convergenza.
Teorema 11. Supponiamo che

e S ¢ chiuso e convesso

e (VI) ammette una soluzione s € S

e F' sia Lipschitziana di modulo L su S

e F sia monotona su S, cioé
(F(s)—F(s)T(s—s)>0 Vs ,scS

e 0<t<1/L

Allora s* generate dall’algoritmo dell’extragradiente convergono ad una delle soluzioni di (VI)).
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Dimostrazione. Notiamo che la funzione che minimizziamo nel Lemma [17| (che chiamiamo ¢(y)) & fortemente
convessa in y di parametro 1/t, e si pud testare con il gradiente:

Voly) = F(3) + {(y— ) = (Vg(e) - Vo) (@ —v) = ;e — y]]

Se S ¢ chiuso e convesso, allora per Lemma |18 dato u = Pg(s — tF'(§)) il minimo di g,
. 1 1 . 1 1
F(3)" (2 —8)+ 5]z —s|* = g(x) > g(w) + e —ul* = F(8)" (u—s)+ llu—s|*+ 5 Je—u|*  Voes

— 2AF3) T (x —u) > |lu—s|* + |z —u|® - ||z — s|? Ve e S

Notiamo che questa formula si puo applicare anche al passo 2. dell’algoritmo, ma dobbiamo stare attenti alla

notazione. L’algoritmo recita
5% = Pg(s® — tF(s"))

dunque dobbiamo sostituire u — 8%, s — s*¥, 3 — s¥, e poniamo anche x — s

2UF(s*)T (541 = ) 2 3% — ¥ 4 |7 - 847 — st — |2

k41 ottenendo

Sia § una soluzione di (VI)). Facciamo lo stesso per il passo 4.
sM = Pg(sk — tF(5%))

k+1 k

sostituendo u — s*1, s — s* § — 5%, e poniamo anche & — 3, ottenendo

2F(8MT (3 — s > [|s"H — 8|2 + |5 — "2 — |5 - "I

ma in questa possiamo applicare il Lemma [L6| e ottenere

2F (M7 (5 — sP) = 2tF(8%)T (3 — &%) + 2t F(8M)T (8% — sMT1) < 2tF(8%)T (5% — M1,
Sommando le due disuguaglianze ottenute dai passi 2. e 4. otteniamo

13— s"FHP — |3 — ™[> + 18° — 8% + ||s"T — 8% < 26(F(8°) — F(s"))T (8" — s*TT)

(Cauchy-Schwartz) < 2t||F(8%) — F(s")|| - |8" — s**1||
(Lipschitz) < 2tL||8* — s*| - 8% — s*T!||
(t<1/L) <2|[8" — "] - ||8" — s+

= 5= s"|? =[5 = "7 > [|8F — 8P + ||s"TH — 87| — 2| 8% — sF|| - [|8* — 55|
= ([I8" — s"|| = "+ = 8¥|)* > 0.

Concludiamo che ||8 — s*||? > ||3— s**1||2 e pertanto || — s*||? converge ad un valore r > 0. Se ora riprendiamo

prima di semplificare il fattore tL, possiamo scriverlo come
—|[3 = "+ |5 — sF|? = 18" — 8PP + ||sFT - 8F||* — 2eL)|8F — sF| - [|8* — 55
(Cauchy-Schwartz) > (1 —tL)(]|8% — s*||2 + ||s*T1 — 8%||*) > 0

ma visto che |5 — s¥||? e |3 — s**1||? convergono allo stesso valore r, e che 1 — tL > 0, otteniamo che

lim ||5% — || = 0.
k—o0

Abbiamo gia mostrato che |5 — s¥||? decresce con k, e pertanto la sequenza degli s sta tutta in un limitato,
e ha una sottosuccessione s* convergente a 3, che appartiene a S per chiusura. Dato che ||§* — s*||? tende a
zero, allora anche 5% converge a 5. Riprendendo il passo 2. per k;, usando il fatto che Ps e F sono funzione

continue, passiamo al limite e otteniamo
§" = Pg(s" —tF(s™)) = 5= Ps(3—tF(3))

non solo decresce, ma va anche
Questo conclude che I'algoritmo

da cui § ¢ una delle soluzioni che volevamo trovare. Questo ci dice che ||5 — s%||?
a zero, dato che c’¢ una sottosuccessione convergente, cosi come |5 — §%|%.
converge ad una delle soluzioni di

Fx)'(s—xz)>0 VseS
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14.4 Extragradiente con Iperpiano

Notiamo che nel caso di § = R", le soluzioni di
Fx)'(s—xz)>0 VsecS
coincidono con le soluzioni di F(z) = 0. In questo caso

Lemma 19. Dati 8%, s* dall’algoritmo dell’extragradiente, poniamo che F sia monotona. Allora gli iperpiani
Hy={z eR": F(3")T(x - ) =0}
separano s* dalle soluzioni di F(x) =0 se t ¢ abbastanza piccolo.

Dimostrazione. Presa x per cui F(x) = 0, per monotonia e Lemma sappiamo che F(8%)T(x — &%) < 0.
Inoltre, essendo S = R"™, le proiezioni sono funzioni identita, e pertanto

1
" =s" —tF(s") = ;F(ék)T(sk — &%) = F(8"TF(s").
Notiamo che se t — 0, allora ¥ — s, e pertanto

lim L F(85)7(s* — %) = | F(sH)]” > 0

t—0 t
Se F(s*) = 0, allora 8 = s* e dunque s, € Hj. Altrimenti F(s*) > 0 e per ¢ piccolo avremo che anche
F(8%)T(s* —5%) > 0. In ogni caso, F(8%)T(s* — 8¥) > 0, dunque H}, separa s* da ogni radice di F. O

Notiamo che se F(8%) # 0, allora

F(8)" (s — 8%)
IXERIE

sl =sF _tF(8F) e H, — t=
e questo ci da 'idea per il prossimo algoritmo.

Rimettiamoci nel caso S convesso e chiuso, e ridefiniamo gli iperpiani come
Hy:={scR": F(z"7"(s - 2F) =0}
dove z¥ = 0k&5F + (1 — 6F)s* e 0% € (0,1) soddisfa
|s® — &"||2 < 2tF(2F)T(s* — &%),
Lemma 20. Esiste un intervallo non vuoto (0,v) C (0,1) di valori di 6% per cui vale
|8 — 8%|2 < 2tF ()T (s% — 5%).

Dimostrazione. Notiamo che se s* = 8%, allora ogni 6* va bene. Supponiamo quindi che siano diversi, e

ricordiamo che §* = Pg(s* — tF(s")). Data la convessita e chiusura di 9, la proiezione ¢ composta da un solo
punto, e
8% — s* +tF(sM)|> < ||s — s* +tF(s")|? VscS:s# 35"

Sviluppando i quadrati, e sostituendo s = s¥, otteniamo
8% — " (|2 + 2tF(s")T (8% — s*) <0 = ||58" — s¥|? < 2tF(s")T(s* — 5%)

Se definiamo la funzione
G(0) = 2tF (05" 4 (1 — 0)s")T (s* — 5%)

allora G ¢ continua, e ||§* — s¥||? < G(0). Per teorema di permanenza del segno, esiste un intorno (0, ) per cui
18% = s*|* < G() VO € (0,7)
e pertanto tutti gli ¥ € (0,7) soddisfano

|s® — &%||2 < 2tF(2%)T(s* — &%),
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Lemma 21. Se F' ¢ monotona, allora Hy, separa s* dalle radici di F.

Dimostrazione. .
0
F(2M)T(sF — 2%) = 0* P (2F)T (s — 5%) > gHskj —5"2>o0.
Presa s che risolve (VI)), per monotonia e Lemma sappiamo che F(2*)T (5 — 2*) < 0. Dunque Hj separa s*
dalle soluzioni. O

( N

Algoritmo 6 (Extragradiente con Iperpiano).
1. Fissiamot >0,8€ S, k=0

3k = Ps(sk —tF(s"))

Se 8 = s* fermiamo ’algoritmo

skt1 = Pg(Pu, (s"))

Poniamo k =k + 1 e torniamo allo step 2.

\ )

Notiamo che nello step 4. ¢ sottintesa la scelta di un 6% e z¥. Se scegliamo all’inizio 6 € (0, 1), allora per Lemma
esistera sempre un esponente ny, per cui 8 = ™ andra bene, e possiamo sempre prendere ny, crescenti in k.

Notiamo inoltre che fare Pg(Ppg, (+)) ¢ molto diverso dal fare Psnp, (-). Per esempio, con la seconda proiezione,
arriviamo sempre sull’iperpiano, mentre con la prima non € detto.

Teorema 12. Poniamo che
e S convesso e chiuso
e (VI) ammette una soluzione in S
e F' continua e monotona
e t>0

In questo caso la successione s*

soluzione di (VI).

generata dall’algoritmo dell’extragradiente con iperpiano converge ad una

15 Disuguaglianza di Ky Fan

Ritorniamo a considerare il gioco G = (N, S, p). Definiamo

Definizione 26. La Funzione Aggregata di Nikaido-Isoda f:S xS — R ¢ data da

f(s,v) = Zﬂi(si, 8_¢) — pi(vi, 8_4)

che rappresenta la somma delle perdite se passo da s a v. Il problema
f(z,v) >0 Yv € S

é chiamato Problema di Equilibrio o Disuguaglianza di Ky Fan.

Lemma 22. Dato's € S, sono equivalenti
1. s & un equilibrio
2. f(s,v) >0 Yve S

3. 5 € argmin{f(s,v)|v € S}
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Dimostrazione.
1. = 2)

pi(5i,5-3) — pi(vi, 33) 20 Vi = f(5,0) = > pi(5:,8-;) — pi(vi,8-3) > 0
2. = 3.) Dato che f(s,s) =0 per ogni s, allora
0=f(5,3) < f(5,v) YveS
3. = 1.) Dato v = (v;,S;), avremo che
0=f(53) < f(3,v) = (55, 5_3) — pi(vi, 5_4) Yv; €8; Vi
che ¢ la definizione di equilibrio. O

Quindi la funzione f non ha bisogno di ulteriori ipotesi per dare un equilibrio, al contrario di (VI). In realta,
quest’ultimo é un caso particolare in cui

fGEv)=F3)"(v-3).

Definizione 27. Chiamiamo Gap o Funzione di Merito la quantita

V(s) = 31;fsf(s,v).

Notiamo che a priori V (s) potrebbe valere —co. In generale, sara negativo per ogni s poiché f(s,s) = 0.
Lemma 23. s € 5 ¢ un equilibrio, se e solo se V(3) = 0. In questo caso s & un massimo di V(s).

Dimostrazione. Per Lemma S ¢ un equilibrio se e solo se f(S,v) > 0 per ogni v, ma dato che f(5,3) =0,
allora
fE,v) >0 Ywel < V(s)=0.

In questo caso, V(8) =0 > V(s) per ogni s € S. O

Se 3 ¢ un massimo di V(s), questo non basta a renderlo un equilibrio, poiché puo ancora succedere che
V(8) < 0. Cid vuol dire che la funzione V' mi descrive la lontananza dall’equilibrio (e per questo & detta Gap).
Abbiamo mostrato che il problema di trovare un equilibrio equivale ad un problema di massimizzazione, ma
se V non é concava, diventa un problema di ottimizzazione in cui ci sono massimi locali, e pertanto ¢ NP-hard.

19-4-18

Supponiamo ora che per ogni s € S esista un unico minimo z(s) di f(s,-). Per esempio, cido accade se le
1i(+, ;) sono fortemente concave, ossia f & fortemente convessa in v. In questo caso, avremo V (s) = f(s, z(s)).

Lemma 24. Dato S CR™ compatto, e [ continua, allora z(s) ¢ continua.

Dimostrazione. Data una sequenza s* — 3 dentro S, supponiamo per assurdo che z* = 2(s*) non converga a
z = 2(3), ossia che esista un £ > 0 per cui, definitivamente, si ha |z¥ —Z| > ¢. Dato che S & compatto, allora
esiste una sottosuccessione z*' convergente a £ # z, ma f é continua, da cui

f(5,2) = lim f(s",2(s")) < lim f(s",v) = f(5.0) WweES
—00 —00
e 2 = z(§) = Z per unicita del minimo, assurdo. O
Lemma 25. Dato S C R™ convesso chiuso, e f € C! tale che f(3,-) sia convessa, allora sono equivalenti
1. s €8 ¢ un equilibrio
2. Vof(5,8)T(s—3)>0 VseS

Dimostrazione. Notiamo che
V2 f(8,8) = (=Vini(s)): = F(3)
pertanto la tesi chiede se gli equilibri siano tutte e sole le soluzioni di (VI)), che & enunciato del Teorema O
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Riprendiamo z(s) e notiamo che coincide con la migliore risposta r(s).

z(s) = argmin{f(s,v) : v € S} = argmin {ZM(S) — pi(vi,s_;) v € S}

3

= arg min {Z —pi(vi,8-;) v € S}

9

= arg max {Z,ui(vi,s_i) NS S}

(3

= Hargmax {pi(vi,8-;) 1 v; € S;} = Hri(s,i) =r(s)

i
Quand’é che esiste una soluzione alla disuguaglianza di Ky Fan?

Teorema 13. La disuguaglianza di Ky Fan ammette almeno una soluzione se
e S ¢ compatto e convesso
o f & continua
o f(s,-) & (quasi) convessa per ogni s € S

Dimostrazione. Consideriamo
2(8) = argmin{ f(s,v) : v € S}.

Questo ¢ non vuoto poiché f & continua su un compatto, ed & anche convesso, poiché é un sottografico di f(s,-)
che ¢ (quasi) convesso. Inoltre, prendiamo una sequenza s* — s in S, e una sequenza z* € z(s*) che converge
a z. Allora per continuita di f,

f(s,z) = klim f(s* 2F) < klim f(s*,v) = f(s,v) YvelS = ze€z(s).

Questo ci dice che z(-) ¢ una mappa chiusa, e che anche z(s) & sempre un chiuso. Grazie al Teorema di Kakutani
possiamo concludere che z ha un punto fisso, ossia esiste 5 € S per cui § € z(S), e per Lemma questo
risolve la disuguaglianza di Ky Fan. O

15.1 Rilassamento

Cio porta alla formulazione di un nuovo algoritmo

‘ N

Algoritmo 7 (Rilassamento).

1. Prendiamo s° € S, k =0 e una sequenza {ti} C [0,1]
2F = arg min{ f(s*, v)|v € S}
Se zF = s* fermiamo ’algoritmo

Sk+1 = (]. — tk)Sk aF tkzk

Poniamo k =k + 1 e torniamo allo step 2.

\ %

Teorema 14. Se supponiamo che

e S & compatto e convesso

e f & continua

o f(s,-) ¢ fortemente convessa di modulo o« > 0 per ogni s € S
o f(-,v) & concava per ogni v € S

e t; converge a 0
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° Xt itk =00

allora esiste un punto di accumulazione della sequenza s* generata dall’algoritmo di rilassamento che risolve
Ky Fan.

Dimostrazione. Dalle ipotesi, sappiamo che z(s) é ben definito come elemento di S, e nell’algoritmo z(s*) = z*.
Grazie a Lemma [24] sappiamo anche che z(s) ¢ continua, e pertanto V(s) = f(s, z(s)) ¢ pure continua.

V(Sk+1) — f(skJrl’szrl) _ f((l _ tk)sk +tk-zk,zk+1)
(concavita) > (1 —tp)f(s", 2*1) + 1 f(2F, 2+
(f(3k7 sk) =0 and f(sk’ Z}H_l) > f(ska zk)) 2 (1 - tk)f(sk’ Zk) + tkf(skv sk) + tkf(zk’ Zk+1)

(forte convessita) > f(s”, (1 — tx)2" + trs") + %(1 — tp)tel| 2" — sF||? + tuf(2F, 28

> V(") + S0 to)tellz* = ¥ + tif (25,24

Osserviamo che z¥, s¥ € S che é un compatto, dunque sono entrambi limitati in norma. In particolare ||z* —
s¥|| < ||12¥|| + ||s*|| ¢ limitato, e pertanto

|85t — s*|| = t4]| 2% — s*|| — 0.
Dato che z(s) ¢ continua su un compatto, in particolare ¢ uniformemente continua, e
|25 = 2% = [|2(s"*) — 2(s") || = 0.
Inoltre, anche f & continua su un compatto, pertanto uniformemente continua, e vale anche f(s,s) =0, da cui
f(zlc+1’zk) _ f(zkﬂ,zk) _ f(zk’zk) 0.

Prendiamo una costante ¢ > 0 ed un indice k per cui t;, < 1/2 e |f(2**1, 2¥)| < € per ogni k > k. Otteniamo
che

V(sFT) > V(sF) + (1 — tp)tp 2" — ¥ + tr f (25, 2F )

Vv

<

.

=l

_|_
M-l

SA =)z =& + 1 (=7, 2

-
Il
el

Vv
<
=
+
™=

t; [allz? — &7|* — €]

<
Il
el

>, tj = 00, dunque ||27 — 87||* non puo essere definitivamente piu grande di 2¢/a;, altrimenti V(s*) > V(sk)+

k . . .o . .
ey j—% lj — 00, mentre V(s) <0 per ogni s. Possiamo percio estrarre una sottosuccessione k; per cui

||zk’ —gh I — 0.

Dato che siamo su un compatto, possiamo estrarre un’ulteriore sottosuccessione (che, con un abuso di notazione,
continuiamo ad indicare k;) convergente a §, da cui

2(3) = lilm 2(sM) = 1i%n 2k = li}n sh=3

e pertanto s risolve Ky Fan. O

15.2 AscesadiV

Poniamo ora che f sia C' con S compatto. Un risultato importante ci dice che anche V & C' e che il suo
gradiente si puo calcolare a partire da quello di f.

Lemma 26. Data f € C! tale che esista un unico minimo z(s8) = argmin f(s,-) per ogni s € S compatto di
R"™, allora

VV(s) =Vif(s,z(8)).
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Dimostrazione. Data una direzione d € R™ dimostriamo che le derivate direzionali di V' lungo d esistono e sono
quelle giuste:

V(s+td) —V(s) f(s+td, z(s+td)) — f(s,z(s))

lim sup = lim sup

t—0 t t—0 t
g 106 1 2(5)) ~ F(5,2(5)
t—0 t

= Vif(s,z2(s)) - d

liminf LETD V) e f(8Htd (s +td)) = F(s,2(9))

t—0 t t—0 n
> lim inf f(s+td, 2(s + td)t) — f(s,2(s +td))
0

Usando il teorema del valor medio, sappiamo che esiste 7 € [0, t] per cui

f(s+td,z(s+td)) — f(s,z(s+td))
4

=Vif(s+7d,z(s+td))-d

e usando che f & O, ossia le sue derivate sono continue, e che z(s) & continua,

V(s+td)—V(s) f(s+td, z(s+td)) — f(s,z(s +td))
t

= ligri)i(r)lf Vif(s+7d,z2(s+td)) - d
= Vif(s,z2(s)) - d.

lim inf > liminf
t—0 t—0

Questo conclude che

lim V(s +1td) —V(s)

=Vif(s,2(s))-d vd e R"
t—0 t

e pertanto il gradiente di V esiste, e
VV(s) = Vi f(s,2(s)).

O

Warning: Se f € C', NON ¢ detto che z(s) sia C'. Per esempio, prendiamo il gioco a somma zero a due
giocatori S; = [0,3], ui(z,y) = —pa(x,y) = (x +y — 5)%. In questo caso le y; sono C*!, dunque lo ¢ anche f,
che si esprime come

f(8,0) = pa(s) — pa(v1, 82) + pa(8) — pa(s1,v2) = —(v1 + 52 — 5)* + (51 + v2 — 5)°.

In questo caso
5— S1 2 S S1 S 3

22(5)argmin{(lervz5)2026[073]}{3 0<s1 <2

21(s) = argmin { —(v; + 52 — 5)* | v1 €[0,3]} =0
dunque z(s) ¢ continuo, ma non C*, mentre V(s) ¢ ancora C*.

—(s2 —5)? 2<5 <3

V(s) = f(s,2(s)) = —(sa — 5)* + (s1 + 22(s) — 5)* = {—(32 524 (s1—2)2 0< s <2

Adesso che sappiamo il gradiente, cerchiamo una direzione lungo la quale la funzione cresca.

Teorema 15. Sotto le ipotesi di Teorema[l4, se f € C' allora

YV ()T (2(s) — 8) > %Hz(s) —s|? VseS
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-) & fortemente convessa di modulo a (Lemma ,
f(s,2(5)) + V1 f(s,2(s)" (2(s) — s)

= f(5,2(8)) + VV(s)" (2(5) — 5)

f(s,2(s)) + *HZ(S) —s|?

Dimostrazione. Dato che f(-,v) & concava, e f(s,

)

O

Da cio ricaviamo che z(s) — s ¢ sempre una direzione di crescita stretta per V', fino a che non arriviamo alla
soluzione z(s) = s.

20-4-18

Questo ci porta al seguente algoritmo

a N

Algoritmo 8 (Ascesa per V).

1. Prendiamo s° € S, k=0

2. zF = argmin{f(s*,v)|v € S}

3. Se zF = s* fermiamo ’algoritmo
4. sFTL = gk 1ty (2F — sF)
5

. Poniamo k =k + 1 e torniamo allo step 2.

\ %

La differenza con lalgoritmo di Rilassamento ¢ la scelta di t, che qui sara t; = 8P con 8 € (0,1) e p il pin
piccolo intero positivo che soddisfi

V(sk + Bp(zk _ sk)) > V(Sk) + %nﬂszk _ skHQ

dove n € (0,1) & fisso. In un certo senso, vogliamo essere certi di guadagnare su V' una quantita proporzionale
al passo.

Teorema 16. Sotto le ipotesi di Teorema e f € O, allora & sempre possibile trovare ad ogni passo
dell’algoritmo di ascesa un p € N che soddisfi

V(sh 4+ 87(z - 5") 2 V(s*) + Sng”)l =" - 5"

Dimostrazione. Grazie al Teorema sappiamo che
TV (M) (25 = %) = Tt - s
Dal teorema del valor medio di Lagrange, esiste un 7, € [0, 7] per cui
V(sh 1 3728 — 84) — V(sH) = UV (st 4 (2 — 8T (25— 8)

e se neghiamo la tesi, otteniamo

TV (s 47, (= = 8M)T (4 = 8) < Sl — ¥
per ogni p, ma 7, — 0 e VV ¢ continua, pertanto

Sl = P = TV ()T (2 — sb) = T2 — 84|

— (-1~ P20 = [2F s =0 = 2F=s".

k

Ma se z¥ = s* allora I’algoritmo si ferma allo step 3., mentre noi siamo allo step 4., assurdo. O
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Teorema 17. Supponiamo che
e S ¢ compatto
o fe(Ct
e f(s,:) ¢ fortemente convessa di modulo o« > 0 per ogni s € S
e f(-,v) ¢ concava per ogni v € S

Allora ogni punto di accumulazione della successione s* generata dall’algoritmo di ascesa di V risolvono Ky
Fan.

Dimostrazione. Sia 3 un punto di accumulazione per s e di convergenza per la sottosuccessione ¥, e Z = 2(3).
Dato che z & continua allora Z & limite di z*. Chiamiamo d* = z** — s ed =% -3, cosi d* convergono a d.
Sia inoltre V¥ = V(sk). Grazie al Teoremai V* sono non decrescenti, e dato che k; 1 > k; + 1, abbiamo che

0= li}n Yk —yR > Jimsup VEIH — VR > limsup %nﬂpﬂzkl —shIP>0 = li}nB”Hd’”H2 =0
! !

dove p dipende da I. Se d* — 0, allora Z = 5 e abbiamo finito. Altrimenti, esiste una sottosuccessione dei 5P
che converge a zero. Dato che p I'abbiamo preso il piu piccolo possibile, avremo che

BTV (8 4+ 7y (24— )T (2 — M) = V(4 7 = M) =V < St — s

— VV(skt + 72 — sF))T (2Rt — skt < %n”zkl — k|2

dove 7, € [0, Bp_l]. prendendo la sottosuccessione con i SP che tendono a zero, per continuita, e per Teorema
[[5] otteniamo

o «

Sz-slP < VVE) (-3 < Salz -8

da cui Zz =3. O

Notiamo che V(s) = min f(s,-) & minimo di funzioni concave, quindi é anch’essa concava. La concavita di
f(-,v) si pud comunque indebolire richiedendo solo che

f(s,0) + Vif(s,0)" (v —5) >0

che basta per avere
@
VV(s)'(2(s) —8) 2 Sll=(s) = s]1*.

Un’altra modifica che si puo fare é scambiare le ipotesi in
e f(s,-) convessa
e f(-,v) fortemente concava.

Infatti 'unico punto in cui utilizziamo le concavita e convessita ¢ Teorema ma si riesce ad arrivare lo stesso
alla stessa formula utilizzando Lemma [7] in modo che

0= F(x(s), 2(5)) < F(5,(5)) + V1 f(s,2(5))" (2(s) — ) ~ 3 |12(s) — |
= (s,2(5)) + V()T (x(5) — 8) = S 1(5) — 8|
0= F(5.5) > f(s.2(s))
— V()T (2(s) = 8) = —f(s,2(5)) + S [12(5) — 5> = S12(s) — s

Ritornando ai giochi, cosa c¢’é bisogno per soddisfare le ipotesi del teorema?
e per avere f(s,-) fortemente convessa, abbiamo bisogno di p;(-, s_;) fortemente concave

e La concavita di f(-,v) non & banale da ottenere. Prendiamo pu;(-, s_;) fortemente concave e analizziamo
dei casi particolari:
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— Se >, ii(8) = c costante, e ci sono 2 giocatori, allora
f(8,v) = c— pi(v1, 82) — pa(s1,v2) = —c+ pa(vi, s2) + pa(s1,v2)

che € concava in s.

— Se Y, pi(s) = c costante, e ci sono n > 2 giocatori, bisogna richiedere che f;(s;,-) siano convesse,
per ottenere f(s,v) =c— >, i;(v;, ;) che & concava in s.

— Se le p; sono a variabili separabili, ossia u;(8) = ¢;(s;) + hi(s—;) allora le g; sono fortemente concave,
e f(s,v) =3, 9i(si) — gi(vi) & concava in s.

— Nell’oligopolio 1;(s) = si[p(3;sj) — c] con S; = [0,00] e p : RT — R, allora bisogna richiedere
t — tp(t) concava e p fortemente convessa per avere

f(s,v) = Zsj P Zsj +Zc(5¢7vi)7vip vi+Zsj
j i

i

J

fortemente convessa in v e concava in s.

16 Duopolio di Stackelberg
Ricordiamo il setup del duopolio di Cournot:
wi(81,82) = s; max{0,T — (s1 + s2)} — ¢sy, T>c¢, 8 =[0400) Vi=1,2

Aggiungiamo l'ipotesi di Sequenzialita, ossia le due aziende non scelgono la strategia contemporaneamente, ma
agiscono I'una dopo 'altra. La prima azienda sa che se sceglie la strategia s1, la seconda scegliera sicuramente

ra(s1) che &
T—c—
ra(s1) :maX{O,;sl}.

La prima azienda pertanto puntera a massimizzare p(s1,7r2(s1)).

u1(s1,7r2(81)) = s1max{0,T — (s1 +r2(s1))} — cs1
B {81 max{0,T — (s1 + %)} —cs1 s1<T—c

symax{0,T — s1} — c¢s1 s1>T—c
51% s$1<T —c

=4¢51(T—¢c)—s% T>s1>T—c
—cs1 s1>T

Notiamo che solo il primo caso da un valore positivo, dunque dobbiamo massimizzare una parabola, che ha
massimo in (T — ¢)/2. Le strategie scelte saranno quindi

T—c¢ _ (51) T—c¢
So =19(81) = .
5 2 2(81 1

Confrontiamo questo risultato con i casi di monopolio e con il duopolio di Cournot

1 =

produzione (s1 + $2) | prezzo unitario (T'— s1 — $2) Utilita dei singoli ()

Cournot 2(T—¢)/3 (T +2¢)/3 w1 = po = (T —¢)%/9
Stackelberg 3(T —c)/4 (T'+3c)/4 wr = (T —c)?/8, pa=(T—c)?*/16

Monopolio (T —1¢)/2 (T+c)/2 w1 = po = (T —¢)?/8

Possiamo notare che in termini di guadagno per i giocatori, il caso del monopolio e il primo giocatore nel
caso di Stackelberg ottengono i profitti maggiori, seguiti da Cournot, mentre il secondo giocatore di Stackelberg
guadagna meno di tutti. La produzione di beni nel caso di Stackelberg é al massimo, e al minimo nel monopolio.
Il prezzo unitario ¢, come si ci poteva aspettare, al contrario, ossia massimo nel caso del monopolio, e minimo
in Stackelberg.

In questo caso, chiamiamo il giocatore che agisce per primo Dominante o Leader.
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17 Giochi Sequenziali

In generale, in un gioco a 2 giocatori del genere sequenziale, il primo cerchera sempre di massimizzare

pa(s1,m2(s1))

dove 'espressione diventa pitt complicata se 72(s1) € un insieme e non un solo elemento in S. Mettiamoci nel
caso che ro(s1) da sempre e solo un elemento.

Lemma 27. Se 51 € argmax{pi(s1,72(s1))[s1 € S1}, € § = (81, 82) ¢ un equilibrio del gioco, allora

~

p1(31,72(51)) > pa(3)
Dimostrazione.
p1(31,72(31)) > pa(81,72(31)) = pa(3).
O

Questo lemma ci dice che al primo giocatore conviene scegliere s; al posto di un equilibrio §1, e per questo
viene detto dominante.

Esempio

» Prendiamo il gioco

1 | (2
1) [2/2]4/1
(2) [1/0 [ 3/1

In questo caso, (1), (1) & l'unico equilibrio, ma il giocatore 1 guadagna solo 2. Nel gioco sequenziale, se il
giocatore 1 sceglie la strategia (2), allora guadagna 3, poiché il giocatore 2 sceglie la strategia (2).

>
M 1@ |6

(1) | 2/214/1|3/0

(2) | 1/0|3/1]1/1
In questo caso, (1), (1) continua ad essere 'unico equilibrio, dove il giocatore guadagna 2, ma la funzione
r2(s1) restituisce due elementi se s; = (2). Non ¢ chiamo dunque cosa succede se il primo giocatore sceglie
(2), poiché potrebbe guadagnare 3 come 1.

Quest’ultimo esempio ci dice che in generale ci possono essere piul risultati di una scelta del primo giocatore,
a seconda della scelta del secondo. Le due versioni sono

Ottimistica In questo caso il primo giocatore spera per il meglio e vuole
max { p1(81,82) | s1 € S1, s2 € ra(s1) }
Pessimistica In questo caso il primo giocatore vuole tenersi al sicuro e gioca
max { min { p1(s1,s2) | s2 € ra(s1) }:s1 € 51}

La seconda si chiama anche Strategia di Stackelberg, che si puo riassumere in: cerco di guadagnare il piu
possibile, aspettandomi pero che I’altro mi ostacoli. Questa si puo riscrivere anche come
max {t |t < pi(s1,82) Vs €51, Vsa € ra(s1) }
che viene anche detto problema di Ottimizzazione Bilivello.
26-4-18

Prendiamo un gioco a due giocatori dove i giocatori agiscono uno dopo 'altro. Poniamo S; C R™# convessi
chiusi e us(s1,-) concava per ogni s; € S1. Se la funzione é anche differenziabile, otteniamo

3 € Ta(s1) == Vapua(s1,s2)" (v2 — 52) <0 Yvg € Ss.
Nel caso di visione ottimistica, il problema diventerebbe dunque
max { j11(s1,52) | 51 € S1, Voua(si,s2)T (va —52) <0 Yug € Sy}

e questo viene chiamato problema di ottimizzazione Semi-Infinita poiché bisognerebbe controllare ogni volta
un numero continuo di diseguaglianze.
Nel caso pessimistico, otteniamo invece

max {t |t < pi(s1,s2) Vs €S :Voua(si,ss)? (va—52) <0 Vup € So}.
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18 Induzione a Ritroso

Abbiamo gia mostrato che in generale gli equilibri di Nash non sono soluzioni dei giochi sequenziali. Per esempio,
prendiamo v > 0 e

(1) | (2
@) [2/2 | 4/1
(2) | 1/0 ] 3/

In questo caso, (1), (1) & 'unico equilibrio, ma il gioco sequenziale termina con il profilo di strategie (2), (1).
In realtd anche un gioco sequenziale si puo rappresentare in forma "simultanea", poiché il secondo giocatore
puos scegliere all’inizio una strategia del tipo "Se il giocatore 1 gioca (1) io gioco z, mentre se gioca (2) o gioco
y" dove z,y € S5 sono tutte le coppie di possibili strategie. In particolare, il secondo giocatore avra |Sg|‘s1|
strategie.

1-=1,2-1)|01->1,2—=2)|(1—=2),2—-1)]101—2),(2—2)
(1) 2/2 2/2 4/1 4/1
(2) 1/0 3/ 1/0 3/

Notiamo che ora la strategia che porta a 3/v ¢ diventata un equilibrio del gioco, assieme al vecchio equilibrio
2/2. 1 giochi sequenziali sono descritti pit facilmente tramite l’albero delle mosse, piuttosto che con una matrice.

2/2 4/1 1/0 3/
Figura 13: Albero delle mosse.

Possiamo attuare degli algoritmi su grafi per ottenere la soluzione che vogliamo. In particolare possiamo
cominciare togliendo le scelte non razionali, ossia le scelte in cui il giocatore di turno ci perde. Questo metodo
¢ detto Induzione a Ritroso[5],[2] se cominciamo a cancellare nodi e archi partendo dal livello piu basso.

(1) (2)
2/2 3/v
Figura 14: Albero delle mosse dopo ’eliminazione di mosse tramite 1'induzione a ritroso.

In questo caso, i nodi 4/1 e 1/0 non convengono al secondo giocatore, dunque vengono eliminati. Restano
2/2 e 3/v, ma solo il secondo interessa al primo giocatore. Una volta finita 1’eliminazione di nodi e archi, se c’é
un nodo ancora connesso con la radice, allora & un equilibrio del gioco.
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\

LY, Loy

Figura 15: Albero delle mosse dopo ’eliminazione di mosse tramite l'induzione a ritroso. Il rettangolo rosso
individua un sottogioco.

Inoltre, preso un qualsiasi albero, possiamo estrarre un sottoalbero, che individuera un Sottogioco, i cui
equilibri saranno ancora le foglie collegate alla nuova radice dopo I'induzione a ritroso. In particolare, ’equilibrio
del gioco originale é un equilibrio per tutti i sottogiochi che lo contengono. In questo caso, si dice Equilibrio
Perfetto nei Sottogiochi. Vediamo un po’ di esempi dati da alberi.

Esempio

» Prendiamo ’albero

1/1
Figura 16: Albero delle mosse dopo ’eliminazione di mosse tramite 1'induzione a ritroso.

In questo esempio 'unico equilibrio perfetto ¢ 1/1. Il secondo giocatore ha scelta solo se il primo gioca C,
dunque la matrice &

C—oE|C—=C

E 0/0 0/0

C 0/0 1/1

Gli equilibri sono in rosso, e oltre a (C,C) c¢’¢ anche (E, E).

» Per la battaglia dei sessi sequenziale abbiamo
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2!

2/1 1/2
Figura 17: Albero delle mosse dopo I’eliminazione di mosse tramite 'induzione a ritroso della battaglia dei sessi.

In questo esempio 'unico equilibrio perfetto ¢ (C, C). La matrice ¢

| (C=C),(P=C)|(C=C),(P=>P)|(C—P),(P=C)|(C—P),(P—P)
C | 2/1 \ 2/1 \ 0/0 \ 0/0
P | 0/0 | 1/2 | 0/0 | 1/2

Gli equilibri sono in rosso. Si vede anche qui che il primo che muove ha il guadagno maggiore.

» La battaglia dei millepiedi &

1/1 0/3 2/2 1/4
Figura 18: Albero delle mosse dopo I’eliminazione di mosse tramite ’induzione a ritroso del gioco dei millepiedi.

In questo esempio 1'unico equilibrio perfetto ¢ 1/1, ossia fare finire subito la partita, nonostante i premi
alti pit avanti. Se i due giocatori si fossero fidati 'uno dell’altro ci avrebbero entrambi guadagnato.
Allungando il millepiedi, si potrebbe arrivare a n/n arbitrario.

» In un gioco, 3 coinquilini stanno votando per cambiare le regole. I primi due sono felici se si cambiano,
mentre il terzo no. L’esito é a seconda della maggioranza. Se il gioco é sequenziale, abbiamo

Yes
Yes Yes No
No No

Ye No  Yes 0

1/1/0 1/1/0 0/0/1 0/0/1 0/0/1 0/0/1
Figura 19: Albero delle mosse dopo I’eliminazione di mosse tramite I’induzione a ritroso dei coinquilini.
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In questo caso, ci sono piu opzioni con lo stesso punteggio, e dunque anche piu equilibri (Yes,Yes,Yes) e
(Yes,Yes,No), ossia, se i primi due coinquilini si mettono d’accordo a cambiare le regole, il terzo non pud
farci niente.

» Poniamo invece ci siano solo 2 coinquilini, e debbano scegliere tra 3 opzioni a,b,c. Il primo coinquilino
ha una scala di preferenza a > b > ¢, mentre il secondo é opposto ¢ > b > a. Inoltre il primo giocatore
pud porre un veto su una delle tre opzioni, ossia quella non si pud scegliere. Per questo, il gioco viene

chiamato Votazione con Veto.
C
c a, b
0/2 1/1

0/2

Figura 20: Albero delle mosse dopo l'eliminazione di mosse tramite 1'induzione a ritroso della votazione con
veto.

L’unico equilibrio perfetto qui ¢ dato da (¢, b).

27-4-18

Analizziamo nell’induzione a ritroso i casi in cui ’equilibrio non € unico. Per esempio prendiamo il gioco

Esempio

» Prendiamo 'albero

2/2 4/1 1/1 3/1
Figura 21: Albero delle mosse.

La matrice delle mosse é

1-1),2-1)|01-1),2-2|01-2,2-1)]01-2),2-2)
) 2/2 2/2 4/1 4/1
(2) 1/1 3/1 1/1 3/1

Facendo un primo passo di induzione cancelliamo un solo nodo
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(1) (1) (2)
2/2 1/1 3/1
Figura 22: Albero delle mosse dopo un passo di induzione a ritroso.

Adesso, per andare avanti, il primo giocatore deve decidere se essere ottimista e pessimista. Nel primo
caso cancella il collegamento (1) nella speranza di ottenere un guadagno di 3, mentre nel secondo cancella
il collegamento (2) assicurandosi un guadagno di 2. Notiamo che i due equilibri del gioco sono esattamente
i due nodi che troviamo operando le due differenti scelte.

19 Giochi Leader Multifollower

Torniamo ad analizzare I'oligopolio a 3 aziende. Abbiamo S; = R™ e
wi = 8;(T — (s1 + s2 + s3) — ¢).
Supponiamo che sia un gioco sequenziale in cui la prima azienda agisca prima, e le altre due agiscano in con-

temporanea dopo. Analizziamo due casi:

T — s1 < ¢: In questo caso, per il secondo e terzo giocatore si ha
pi = 8i((T = 51— c) — (s2 + s3)).

In questo caso, 'utilita & sempre negativa, dunque non conviene produrre s; = s3 = 0. Se la prima vuole
massimizzare il proprio guadagno, dovrebbe quindi massimizzare

w =s1(T—s1—¢)

ma anche questa é negativa, e il meglio che puo fare é azzerarla con s; = T'—c¢. In questo caso, quindi, avremmo
p1 = p2 = pg =0.

T — s1 > ¢ Adesso le altre aziende possono agire come in un duopolio, in cui il nuovo prezzo massimo &
T =T — s1 (da notare che T' > ¢ & esattamente la condizione che stiamo ponendo). Sappiamo gia il risultato
del Duopolio di Cournot che é

T—c B _(T—c)2
3 M27M3779 .

89 = 83 =
Dunque il primo giocatore massimizza
p1 =51(T —(s1+s2+53) —¢c) =81 (T—sl —c— g(T—sl —c)) =51(T—s1—1¢)/3
ottenendo s; = (T —¢)/2 e p1 = (T — ¢)?/12. Riassumendo, avremo
{31 = Lxe {/h = (T;2c)2
Sg = s3 = 1< Mo = pg = (T?}f)z

Notiamo che la produzione totale s; + so + s3 = 5(T — ¢)/6 ¢ maggiore di Stackelberg, ma l'utilita totale
w1 + p2 + pz = 5(T — ¢)?/36 & minore. Questo ci dice che quando c’é pili competizione, il costo cala.

Questo € un esempio di
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Definizione 28. Un Gioco Leader Multifollower é composto da
e Un leader che decide la prima mossa s1 € Sy

e n — 1 follower che partecipano contemporaneamente ad un gioco parametrico in Sy
G(s1) = {{2,...,n}, {Si}is1, {pi(s1, ) Fisa}

o Indichiamo con EN(s1) gli equilibri gel gioco G(s1).

Notiamo che se FN(s1) & sempre un solo punto, allora il migliore 51 ¢ scelto come
51 = argmax{ui(s1, EN(s1))|s1 € S1}.
Se invece ¢’¢ qualche EN(s1) che ¢ composto da pit punti, il primo giocatore puod giocare in maniera ottimista
max{p1(s1,5-1)|s1 € S1,5-1 € EN(s1)}
0 pessimista

max min S$1,5-1)|s1 € S
{sleEN(sl)'ul( ! 1)’ ! 1}

Per quanto gia visto, se le u;(-,5_;) sono concave e C*, su S; convessi chiusi, allora si possono sostituire le
condizioni con diseguaglianze. In particolare, se

F(s) = (=Vipi(s)) iy
allora
5.1 € EN(s1) <= F(s)'(v_1—5_1)>0 Yo_;€8_,.

Sostituendo nei vincoli ottengo

ottimista: max{p(s1,5_1)|s1 € S1, s_1€S_1, F(s1,5_1)"(v_1—51)>0 Yo, €S8 1}

pessimista: max {t‘t <pi(s1,5-1), s1€81, s.1€81, F(s1,8.1)(v.1—51)>0 Yo, € S_l}

Se avessi pitl leader simultanei e pit follower simultanei, avrei un gioco Multileader Multifollower.

Esempio

» Analizziamo un ultimo gioco a 2 giocatori. Due investitori versano dei soldi in una banca. Dopo 1 anno
la banca ha disposizione 6, e gli investitori possono decidere se ritirarsi dalla banca o meno. Se uno dei
due decide di uscire, allora la banca manda fuori entrambi, e a seconda delle decisioni dei due, la quantita
elargita ai due ¢

Anno 1 ‘ Esce ‘ Resta
Esce | 3/3 | 4/2
Resta ‘ 2/4 ‘
Se restano entrambi, dopo due anni la banca ha a disposizione 20, e gli investitori decidono di nuovo se
uscire o restare. La banca li paga in ogni caso, secondo le quantita

Anno 2 | Esce | Resta
Esce |10/10 | 6/14
Resta | 14/6 | 10/10

Applicando I'induzione a ritroso, possiamo prima analizzare il sottogioco del secondo anno, in cui I'unico
equilibrio & dato da (Resta,Resta) e sostituirlo nel gioco del primo anno ottenendo

Ridotto | Esce | Resta
Esce | 3/3 | 4/2
Resta | 2/4 | 10/10

dove scopriamo di avere 2 equilibri (Esce,Esce) oppure ((Resta,Resta),(Resta,Resta)).
3-5-18
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20 Nash Bargaining

Dato un gioco GG, mettiamo che i giocatori possano decidere se mettersi d’accordo o meno. Poniamo anche
che nel caso non si mettano d’accordo, ottengono un’utilita uw* € R"™ fissata. I giocatori dunque dovranno
confrontare u* con gli elementi di % := {u(s)|s € S}.

Definizione 29. Un Problema di Negoziazione ¢ dato dalla coppia (% ,u*) dove %4 C R™ e
u* € R”.

Notiamo che nel caso collaborativo, € come se ci fosse un solo giocatore con il set di strategie S, e mettersi nel
campo delle strategie miste vuol dire dare una probabilita ad ogni strategia diversa in S. Inoltre un qualsiasi

punto dell’inviluppo convesso di un insieme in R™ é sempre combinazione convessa di al massimo n + 1 dei suoi
punti. Dunque l'insieme % si trasforma nel suo inviluppo convesso

n+1
conv(% ) = {Z Apu® ‘uk e u(S), A >0, Zx\k = 1}
k=1 k

dove u* = p(s¥), e il vettore Y, Apu” ¢ lutilita associata alla strategia mista in cui gli s vengono giocati
con probabilita Ag.

Definizione 30. In un problema di negoziazione sono detti Assiomi di Nash le sequenti proprieta
di U eu*:

1. % CR"™ convesso e compatto
2. Ju € % tale che u > u* componente per componente.

Chiamiamo B insieme delle coppie (% ,u*) che rispettano gli assiomi di Nash.

Sotto questi assiomi, in particolare la seconda, ha senso cercare di mettersi d’accordo, perché c¢’é una strategia
in cui tutti guadagnano rispetto a w*.
Nash si ¢ chiesto se esista una funzione
v:B - R

che indichi la "migliore utilita" per la coppia (% ,u*) € B. In particolare vogliamo che rispetti le seguenti
proprieta:

1. Ammissibilita: (% ,u*) € %
2. Razionalita: (% ,u*) > u*
3. Ottimalita di Pareto: se u € % e u > V(% ,u"), allora u = (% ,u*)

4. Se % C 7% & un sottoinsieme per cui (%, u*) € B, allora
V(% u") € U = Y(U,u") =y¢(W%,u")
5. Invarianza Traslazionale: siano «; > 0 e [3; reali. Allora
@l = ogul + Bi, U = {(aiui + B)ilu € U}y = V(U0 = (U, u)i + Bi
6. Simmetria: se esistono due indici 7, j su cui % ¢é simmetrico, ossia
(Ui ooy Uiy ey Uy Up) EXU = (U, Uy Uy Up) €U

e u; = uj, allora (%, u"); = Y(%,u");.
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Una tale ¢ si chiama Funzione di Negoziazione. Notiamo che la condi- ¢,
zione 3. ci dice che 1) puo essere preso solo sulla frontiera di %, e in realta solo
su una sezione particolare della frontiera, chiamata Frontiera di Pareto.

In realta esiste un’unica funzione di negoziazione.

Teorema 18. FEsiste un’unica funzione di megoziazione v che soddisfi le w
condizioni 1 — 6. In particolare, (% ,u*) & l'unica soluzione di

n
max{H(xk—uZHwe%,wzu*}. "

k=1

Dimostrazione. Sia g(x) := [[,_,(zx — u}). Notiamo innanzitutto che per gli assiomi di Nash, esiste u € %
per cui g(u) > 0, dunque un massimo di g non ha nessuna componente uguale a u*. Poniamo che esistano
esistano due massimi y, z di g(x) sugli @ € % per cui > u*. Il punto w = (y + z)/2 é ancora dentro % per
convessita, e

n % PR n n 1/2
w):kHl<yk;Uk+ kz k>Z<H Yk — ) U k_uk> =V9(W)g(z) = 9(y) = 9(2)-

k=1

Dunque anche w ¢ un massimo con w > u*, ossia g(y) = g(z) = g(w). L’unico caso in cui la disuguaglianza
sopra ¢ un’uguaglianza ¢ quando yx = 2 per ogni k, ossia y = z. Pertanto esiste un solo unico di g(x) in %
con x > u*.

Prendiamo

w(%,u*):argmax{n T —up)|x e U, x> u }

come definizione di ¢ e verifichiamo che soddisfa gli assiomi. 1,2 sono dati dai vincoli nel massimo. L’ottimalita
di Pareto ¢ facile da verificare, poiché

u>v>ut = uy—up >v—up Yk = g(u) > g(v)

e l'unicita del massimo conclude. Con l'unicita del massimo anche la 4 diventa evidente. Per la 5, notiamo che,
se chiamiamo ¢ la funzione relativa a (%, 4*), otteniamo

9((eviu; + Bi)i) H akuk + Br) — (agug + Bi) = g(u H

e visto che o > 0 per ogni k, allora w ¢ un massimo per g se e solo se & ¢ un massimo per §. Per la simmetria,
se abbiamo un massimo u, e scambiamo le componenti 4, j, il valore di g(u) non varia, e dato che il massimo &
unico, allora le componenti ¢, j del massimo devono essere uguali.

Dimostriamo ora che se 1 soddisfa 1 — 6, allora deve essere il massimo di g(x) sugli @ € % per cui > u*.
D’ora in poi chiamiamo questo massimo z. Chiamiamo

=> | [[Gi-u) |z  wecargmax{h(z)|zc%, x>u"}.
k=1 \i#k

Sia 2¢ = z 4+ ¢(w — z) con € € [0, 1]. Otteniamo

n n

g(z°%) = H(zk +e(wy — z1) —uy) = H Zl — Uy, +5Z H(wk — z21) (2 —u}) + O(e%)
k=1 k=1 k=11i#k
— 0>9(2%) —g(z) = (h( ) h(z)) +0(e?) Ve
e per ¢ piccolo si vede che h(w) — h(z) <0, da cui z & un massimo di h. Siano ora

U ={xc¥|z>u"}CH={xeR"|x>u", hx)<h(z)}.

54



Operiamo la trasformazione affine

T —u;
@ : (331)1 — < ! i)
A
dove z; — u; > 0 per ogni ¢ per gli assiomi di Nash. Notiamo che stiamo portando u* a zero, e z al vettore e

con tutte le componenti pari a 1. Mediante la stessa, avremo che

h(z) < h(z) <= Zxk H(Zz —u;) < sz H(Zz - u;)

k=1 ik k=1 ik
n n
= Y (wp—up) [[G—uf) <D (e —up) [[ (20— )
k=1 i#k k=1 i#k
n n
= Y e@rlz—ui) [ —w) < o@)nlzr —up) [[ (2 —ui)
k=1 itk k=1 i#k
n
= Y @i <n
k=1
dunque lo spazio H si trasforma in
n
H={y€R" yZO,ZykSn}.
k=1

Notiamo che H ¢ convesso, compatto, ed esiste un elemento di H che ha tutte le componenti positive, dunque
(ﬁ ,0) rispetta gli assiomi di Nash. H ¢ simmetrico rispetto a tutte le componenti, dunque ¢ deve ritornare
un vettore del tipo ce. L’ottimalita di Pareto ci costringe a scegliere un vettore di questo tipo sul bordo, ma
P'unico che rispetta la condizione ¢ ¥(H,0) = e = ¢(z). Applicando la trasformazione inversa, otteniamo
Y(H,u*) = z. Ma z appartiene sia ad %4 che a H, che soddisfano gli assiomi di Nash, dunque per assioma 4
avremo

Y(H,u") =2z = Y(%,u") = z.
Inoltre 741 C % , e per la sua definizione e assiomi 1,2, sicuramente ¢ (%, u*) € %, dunque per assioma 4
V(U u*) = P(%,u") = z.
O

In dimensione n = 2 osserviamo che trovare 1, ossia massimizzare g(x), & equivalente a massimizzare l’area
del rettangolo tra u* e la frontiera di Pareto.

U2

U1

Il problema di massimizzare g si puo riscrivere come

n n
* * _ * *
- ) - - - ’ =
argmax{H(xk up)|le e %, x> u } argmax{g log(zy —up) |z € %, x> u }

k=1 k=1

e le funzioni logaritmiche sono strettamente concave in x, e da qui si poteva concludere che esiste un unico
massimo. Se leviamo la condizione di Pareto, inoltre, si pud concludere che singolarmente per gli (%,u*) la
funzione 1 puo valere il massimo di g, oppure u* se u* € % .
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21 Giochi Cooperativi

Definizione 31. Dato l'insieme di giocatori N = {1,2,...,n}, un Gioco Cooperativo[j] ¢ dato da
una funzione che associa ad ogni sottoinsieme di N una utilita

v: Z(N)—=R

dove per convenzione v() = 0. Per brevita, indicheremo il valore dei singoletti v({i}) come v(i).

Solitamente si suppone che i giocatori si raggruppino formando una partizione di N, e che l'utilita di un
sottoinsieme (chiamato coalizione) non dipende dalle altre. Inoltre si suppone che le utilita delle coalizioni siano
maggiori della somma delle utilita dei singoli, altrimenti non ci sarebbe guadagno a cooperare. In questo caso,
si chiamano Giochi ad Utilita Trasferibile.

Definizione 32. Un gioco cooperativo si dice Semplice se la funzione utilita ha valori in {0,1}.

Esempio

» Un esempio é dato dal Consiglio del’ONU, in cui partecipano 15 paesi, e i paesi permanenti P possono
dare un veto ad ogni proposta. Ha senso formare una coalizione solo in caso si raggiunga la maggioranza,
e tutti i paesi permanenti siano nella coalizione:

1 PC
U(S):{ cS, |S|>7

0 altrimenti

» Un altro esempio é una votazione in cui ogni giocatore ha un peso w;, e la proposta viene accettata se si
raggiunge una quota q:

0 altrimenti

4-5-18

Notiamo che possiamo trasformare un gioco non cooperativo G = (N, S, 1) in uno cooperativo con gli stessi
giocatori. Dato T' C N, siano

)= ]._.[Si o(T) := max  min Zm $,)

S(T S(N\T)
jeT s€ )zEe \T)

ossia v(7T) ¢ il guadagno minimo che avrebbero i giocatori in T' a collaborare contro i restanti N \ 7.

Definizione 33. Un gioco cooperativo & detto

Superadditivo
’U(Tl) =F ’U(TQ) < U(Tl @] Tg) VIhNTy = 0

Monotono
ThCTl, = ’U(Tl) < U(TQ) VT17T2

Notiamo che la definizione di gioco superadditivo si espande all’'unione di un numero finito di 7; disgiunti,
pertanto le utilita delle coalizioni sono maggiori della somma delle utilita dei singoli. Se la funzione v fosse a
valori nonnegativi, allora un gioco superadditivo sarebbe monotono.
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Definizione 34. Dati due giochi cooperativi (N,v) e (N, u), vengono detti Strategicamente Equi-
valenti se esistono un a € RT e b € R™ per cui

w(T) = av(T) + b(T) VT C N,

dove

b(T) = b

€T

Questa é una relazione di equivalenza.

La superadditivita ¢ invariante per equivalenza, ma la monotonia no. Per esempio, se v(T) = |T| e u(T) =
—|T|, allora i giochi sono equivalenti con a =1 e b = —2e. Perd v ¢ monotono, mentre v non lo é.
Questa relazione ha 3 classi d’equivalenza.

Definizione 35. (N,v) si dice 0 — v Normalizzato se v(i) = 0 per ogni i € N e v(N) = v, dove
puo valere 0, 1 o -1.

Lemma 28. Dato un gioco (N,v), allora
1. ¢ equivalente ad un gioco 0 — 1 normalizzato se e solo se Y, v(i) < v(N)
2. ¢ equivalente ad un gioco 0 — 0 normalizzato se e solo se ),y v(i) = v(N)
3. ¢ equivalente ad un gioco 0 — (—1) normalizzato se e solo se ), v(i) > v(N)

Dimostrazione. Se cerchiamo a > 0,b € R™ tali che il gioco risultante dalla trasformazione abbia u(i) = 0 per
ogni i, allora
av(i)+b; =0 Vi = b, =—av(i) Vi.

Se vogliamo anche che u(N) = ~, allora
av(N) + Zbi =y = a [U(N) - ZU(Z)} =7.
Cio vuol dire che (N, v) & equivalente a un 0 — v normalizzato se e solo se

3a>0:a[ (N)—Zv(z)} =~ < sgn(vy) = sgn lv(N)—Zv(i)]

dunque basta scegliere il v opportuno tra v = 0,1, —1 per ottenere che ogni gioco é sempre equivalente ad un

0 — v normalizzato, e I'unica condizione ¢ il segno della differenza v(N) — >, v(). Dato inoltre che ogni gioco
& equivalente a sé stesso, le tre classi di equivalenza sono disgiunte. O]

22 Imputazioni e Nucleo

Prendiamo una partizione £ di N, nel gioco (N,v).

Definizione 36. Un vettore x € R" si dice
e Socialmente o Collettivamente Razionale: x(S)=v(S) VS e A.

e Individualmente Razionale: x; >v(i) Vi€ N.

Ricordiamo che x(S) := ;g 7;. Il vettore x rappresenta il guadagno dei singoli, dunque la razionalita collettiva
dice che tutto il guadagno della coalizione S viene distribuito tra i membri. La razionalita individuale dice che
ad ogni giocatore conviene coalizzarsi piuttosto che restare da solo.
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Definizione 37. Una Imputazione relativa al gioco G = (N,v) rispetto alla partizione B ¢ un
vettore & € R™ che soddisfi la razionalita collettiva e individuale.

D’ora in poi consideriamo il caso in cui # = { N }, ossia esista una sola coalizione che comprende tutti, e le
imputazioni soddisfano x(N) = v(N). Possiamo definire

Definizione 38. Il Nucleo relativo al gioco G = (N,v) é un sottoinsieme delle imputazioni

C(N,v) :={xeR"|x(S)>v(S)VSCN, x(N)=v(N)}.

Per convenzione x(@)) = v(#) = 0. Notiamo che il nucleo & sempre un poliedro limitato, dunque in paticolare ¢
convesso e compatto, e contenuto nell’iperpiano (N) = v(N). Inoltre, se (N, v) e (N, av + b) sono equivalenti
strategicamente, un semplice calcolo mostra che

aC(N,v)+b=C(N,av + D).

Cerchiamo ora le imputazioni "migliori".

Definizione 39. Un’imputazione x Domina un’imputazione y tramite la coalizione S C N se
1. z; >y, VieS
2. x(S) <w(S)

Un’imputazione x ¢ Non Dominata se non esiste un’imputazione y e una coalizione S C N tali che
y domini x tramite S.

Lemma 29. Se x € C(N,v), allora & non dominata.
Dimostrazione. Se esistesse y che domini « su S, allora
v(S) <a(S) = i <Y yi=y(S) <v(S)
€S €S
assurdo. O
Lemma 30. Se (N,v) é superadditivo, allora
C(N,v) ={x € R" | x & non dominato }

Dimostrazione. Abbiamo gia visto che gli elementi del nucleo non sono dominati. Prendiamo dunque x un’im-
putazione non dominata. Se non appartenesse al nucleo, allora esisterebbe S C N per cui x(S) < v(S5), e
notiamo che S # N. Definiamo il vettore y per cui

NETE = ies
P o)+ O D@ g g

Mostriamo che y é un’imputazione che domina x su S, per ottenere ’assurdo.

y(N) =x(S) +v(S) —x(S) + Zv(z) +v(N) —v(S) — Zv(z) =v(N)
ig¢s ig¢s
v(N) > v(S) + > w(i) (superadditivita) = y; > v(i) Vig$
igs
v(S)>x(S) = yi>x; >v(i) VieS
Con questo abbiamo mostrato che y é un’imputazione e che y; > x; su S. Per mostrare la dominanza manca

solo

y(S) = =(5) — v(5) — z(5) = v(9).
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Esempio
» Prendiamo un gioco a 3 giocatori con
S =0, {1}) {Q}v {3}

0
v(S)=<1 S=1{1,2},{2,3},{1,3}
3 S=N

Questo ¢ superadditivo e il suo nucleo sono i vettori ad entrate nonnegative a somma 3, le cui somme a 2
a 2 siano maggiori di 1.

T3

931+£C3:1

I3+I2:1

(1,2,0) T2

(2,1,0)

€

Figura 23: Disegno delle imputazioni e del nucleo.

10-5-18

» Gioco del guanto a tre giocatori. 1,2 hanno un guanto destro, mentre 3 ha un guanto sinistro. Se si riesce
ad ottenere una coppia di guanti destro/sinistro, si vince. In questo caso,

U(S)— 0 SZ@’{I}’{2}7{3}7{L2}
T S={231{13}N

e l'unico vettore nel nucleo ¢ = (0,0, 1). Questo rispecchia il fatto che 3 sia indispensabile.

» Se analizziamo invece il gioco a 3 giocatori

0 |S|<1
o(S)=13p |5]=2
1 S=N

dive p € [0, 1], otteniamo che se p > 2/3, allora il nucleo & vuoto, poiché avremmo
2=2(x1 + 22+ x3) = (21 + 22) + (x2 + x3) + (z1 + 23) > 3p > 2.

Se invece p = 2/3, per lo stesso ragionamento sopra, l'unico vettore del nucleo & (1/3,1/3,1/3). Se invece
p < 2/3, ci troviamo in una situazione del tutto analoga alla Figura (infatti, i due problemi sono
equivalenti con b=0, a =1/3, p=1/3).
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Quando possiamo dire che il nucleo non & vuoto? Osserviamo che se € C(N,v), allora per ogni partizione
B = (Tl,...,Tk) si ha

x(T;) > v(T;) Vi = v(N)=x(N)= me) > ZU(TZ-).

Se un gioco é superadditivo, questo succede sempre. Inoltre, presa la partizione in cui ogni giocatore fa coalizione
a sé, otteniamo che v(NN) > >, v(i), da cui il gioco non ¢ equivalente ad un 0 — (—1) normalizzato , e questa ¢
una condizione necessaria.

(N,v) equivalente a 0 — (—1) normalizzato = C(N,v) =0
Lemma 31 (Bondareva-Shapley). Il nucleo di (N,v) é non vuoto se e solo se

min {2(N) | 2(S) > 0(S) VS ¢ N} < u(N)

Dimostrazione. Se ¢’é un vettore x nel nucleo, sappiamo gia che (S) > v(S) per ogni S e che (N) = v(N).

Viceversa, notiamo che lo spazio che vogliamo minimizzare é chiuso e non vuoto. Inoltre, per ogni vettore
x nello spazio, si ha ©(N) = >, x; > >, v(i), da cui lo spazio ¢ anche inferiormente limitato, e dunque un
minimo m esiste. Chiamato z il vettore che realizza z(IN) = m, avremo per ipotesi 2(N) < v(N) e z(S) > v(S5)

per ogni S C N. Definiamo il vettore
v(N) —x(N)
Yy=z+—= €

e notiamo che

dunque y é un vettore del nucleo. O

Preso il problema di minimizzazione (P)

min {2(N) |2(5) 2 v(5) V5SS N}

vogliamo scriverne il duale. Scriviamola prima in formulazione primale:

. T
Ax >
iy (@7 | 4 2 v)

dove A € {0, 1}(2n_1) X7 & una matrice di 1 e 0, mentre v € R2"~! ¢ se la riga k-esima corrisponde al sottoinsieme
S, (Ax)r = x(S) e v, = v(S). La matrice A & ha come indici i sottoinsiemi S e i giocatori i, e Ag; =1 <~
i € S. Il duale (D) ¢ pertanto

max {y’v|yTA=ey>0}

ycR2" -1
che si riscrive come
kesS
max Zysv(S)‘ ZyszlchN, ys > 0VS C N
yeR2" -1
SCN SCN

Notiamo che una soluzione ammissibile a questo problema ¢ il vettore y che assegna ai singoletti 1 e al resto
degli insiemi 0. Il massimo ¢ pertanto maggiore di ), v(7). L’insieme su cui stiamo cercando di massimizzare
si chiama Insieme Bilanciato dei Pesi.

Teorema 19. Dato un gioco (N,v), le sequenti sono equivalenti:
1. Il nucleo non & vuoto
2. il valore di (P) & minore o uguale di v(N)
3. il valore di (D) & minore o uguale di v(N)

4. > scnYsv(S) < v(N) per ogni y nell’insieme bilanciato dei pesi
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In questo caso, si dice che il gioco é Bilanciato.

Dimostrazione. 1 e 2 sono equivalenti da lemma[3I] Notiamo che anche 3 e 4 sono equivalenti per la definizione
di (D). In teoria potremmo dimostrare '’equivalenza tra 2 e 3 dicendo semplicemente che il gap di dualita ¢
nullo, dato che il problema é di programmazione lineare. Proviamo a dare una dimostrazione alternativa.

Innanzitutto notiamo che se x € C(N,v), allora

ics
Y ysv(8) < D ysa(S) =D wi Y ys = x(N) = o(N)
SCN SCN iEN  SCN

per ogni y nell’insieme bilanciato dei pesi.

Per dimostrare I’altra implicazione, notiamo che la proprieta 3 € invariante per equivalenza strategica. Infatti,
se vale per (N,v), e (N,av + b) ¢ un gioco equivalente, si ha

ics
> aysv(S) +ysb(S) =a Y ysv(S)+ > ys d_bi <av(N)+ > b Y ys = av(N) + b(N).
SCN SCN SCN €S iEN  SCN

Inoltre, anche la 1 é invariante perché
aC(N,v) +b=C(N,av +b).

Dato che I'equivalenza strategica é una relazione di equivalenza, allora possiamo dimostrare 3 = 1 sui giochi
0 — v normalizzati con v = 0,1, —1.

v = —1. Questo caso si puo escludere, perché non vale 3, in quanto, scegliendo y;; = 1 per ogni i, e ys = 0
altrimenti, otteniamo un elemento dell’insieme bilanciato dei pesi per cui Y ysv(S) = > v(i) > v(N).

~ = 0. In un gioco 0 — 0 normalizzato, I'unico vettore che ha speranza di essere nel nucleo ¢ il vettore = 0,
poiché z; > 0 e Y, x; = 0. Se per assurdo il nucleo fosse vuoto, allora esisterebbe un S per cui v(S) > 0. Se
prendiamo un y con

1 §=5
ys=41 S={i} g8

0 altrimenti

allora questo sta nell’insieme bilanciato dei pesi, ma

D ysv(S) =v(S) + > (i) = v(8) < v(N) =0

SCN igS
assurdo.

~ = 1. Notiamo che se v(S) < 0 per ogni S diverso da N, allora %e & un vettore del nucleo. Supponiamo
quindi che esista almeno un S con v(S) > 0, e che il nucleo sia vuoto.
Consideriamo quindi il seguente gioco a 2 giocatori non cooperativo: il primo giocatore sceglie tra i giocatori
S1 = N, mentre il secondo sceglie tra le coalizioni S a valore positivo So = {S C N |v(S)>0}. Il primo
giocatore guadagna se il giocatore scelto sta nella coalizione scelta dal secondo, secondo le utilita

1/v(S) ieS —1/v(S) i€ S
M1 = . H2 = .
0 i ¢S 0 i1¢S
e il gioco é a somma zero. Sappiamo dunque che il gioco ammette un equilibrio tra le strategie miste. Chiamiamo
z il vettore di probabilita che rappresenta un equilibrio per il secondo giocatore, e A il valore del gioco.
Se il primo giocatore scegliesse ogni ¢ con probabilita uniforme 1/n, allora al secondo giocatore conviene scegliere
S il piu piccolo possibile, ma S non puo essere vuoto, dunque

, 1 .S
> == .
T T
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Inoltre, data una qualsiasi strategia mista @ del primo giocatore, questa soddisfa z; > 0 per ogni i e (N) =
v(N) = 1, ma il nucleo & vuoto, e pertanto esiste un S € Sy per cui 0 < (S) < v(S), e il secondo giocatore pud

scegliere S. Dunque, presa @ strategia mista di equilibrio per il primo giocatore, e S il sottoinsieme designato,

A= i z,5) < (x, S) = ==~ < 1.
5:1111(151‘1)1>0M1( ) s m(@,5) v(S)
Dunque A € (0,1), e se definiamo
7,\5693) v(S) >0
ys =9 1= 020y 5= (i}
0 altrimenti
allora ¢ per costruzione un vettore bilanciato di pesi, e
SZN z 1
s .
Z ysv(S) = Z N ZU(Z)Z/{i} =37 1=v(N)
SCN v(S)>0 ieN
assurdo. O

11-5-18

23 Gioco Ridotto di Davis Mashler

Definizione 40. Dato un gioco (N,v), un vettore x € R™ e S C N, possiamo definire il Gioco
Ridotto (S, i) come

_ mangN\gv(RUT)—w(R) Tg S
Mﬂ_{m@ =

Teorema 20 (Davis-Mashler). Dato « € C(N,v), allora la restrizione (x;);cs sta nel nucleo del gioco ristretto
C(S, p) rispetto a x.

Dimostrazione. Innanzitutto x(S) = u(S) per definizione. Inoltre, se T C S, allora

w(T) = max v(RUT)—-x(R)=2(T) + max v(RUT) —x(RUT) < x(T).

RCN\S RCN\S
O
Per ottenere qualcosa di simile al viceversa, abbiamo bisogno di certe ipotesi.
Lemma 32. Dato un © € R™ per cui €(N) = v(N), e per cui vale
(zi,25) € C({i, j}hop) Vi
allora x € C(N,v).
Dimostrazione. Sia S C N, e prendiamo i € S e j ¢ S. Avremo che
52 pli) = | max  o({i}UR) = o(R)
ma se prendiamo R = S\ {3}, allora
zi 2 v(S) —x(S\{i}) = =(5) = v(9)
O

Rimettiamoci ora nell’ipotesi di % partizione qualunque (finora abbiamo sempre supposto che # = {N}).
Ricordiamo le definizioni

62



Definizione 41. Una Imputazione relativa al gioco G = (N,v) rispetto alla partizione B ¢ un
vettore & € R™ che soddisfi

xz(S) =v(S) VS e A, xz; >v(i) VieN.

Indichiamo Uinsieme delle imputazioni rispetto a B con X (A, v).

Definizione 42. Il Nucleo relativo al gioco G = (N,v) rispetto a B ¢ un sottoinsieme delle imputa-
210M4

C(N,v,B) :={x e X(B,v)|x(S)>v(S)VSCN}.

Definizione 43. Dato (N,v), diciamo che (N,v*) & una sua Copertura Superadditiva se

* — T
v*(5) @rgg?s)n%v( )

dove P(S) sono le partizioni di S.

Notiamo che il gioco (N, v*) ¢ superadditivo, in quanto

v*(SUT)= max v(T) > max v(T') + max v(T") = v*(S) + v*(T).
SUT) =, )2 e S o)+ s S () =) +7(T)

Inoltre v* & la pit piccola funzione superadditiva maggiore di v: per qualunque altra z superadditiva maggiore
di v, si ha

In particolare, v é superadditiva se e solo se coincide con v*.

Lemma 33.
C(N,v,%)=C(N,v*)N X (A,v)

Dimostrazione. Prendiamo & € C(N,v,%). Sappiamo che & un’imputazione, dunque dobbiamo solo provare
che sta in C(N,v*). Preso un S C N, sia T1, ..., Ty la partizione di S che realizza

o' (8) = S w(T)

=1

ed avremo che

Inoltre,

da cui concludiamo x(N) = v*(N).

Prendiamo ora x € C(N,v*)NX (4, v). Dato che & un’imputazione, dobbiamo mostrare solo che x(S) > v(S)
per ogni S, ma
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Dato v*, esiste una partizione % € P(N) per cui

Be%#
dunque
C(N,v*)={x eR"|x(S) >0v*(S) VS, x(N)=0v"(N)}
C{zeR"|x(S)>v(S)VS, «(B)=v(B)vVBeA}

= C(N,v") =C(N,v,A).
Se invece £ € una partizione per cui

v*(N) > Y v(B)

Be%

allora

C(N,v,%)=C(N,v") N X(%,v)
={zeR"|z(S) >v"(S)VS, x(B)=v(B)vVBe B, x(N)=v"(N)}=0

quindi il nucleo ¢ non vuoto solo quando abbiamo scelto la partizione in modo da massimizzare la somma dei
valori delle coalizioni.

24 Giochi di Mercato

Dato un insieme di mercanti NV, e un insieme di p beni diversi, ogni mercante ha una certa quantita di beni
espresso da un vettore w; € RY . Inoltre ogni mercante ha una funzione concava di utilita

. P
it R+ — R+
che gli dice quanto valgono i suoi beni. Pensiamolo come gioco cooperativo, in cui

SCN = v<s>=max{2ui(zi> 2 €RY, ZZFsz}

€S icS icS

ossia, i mercanti in S possono unirsi e ripartirsi i beni in modo da ottenere il massimo ricavo possibile. Cos’¢ il
nucleo?

Dato S C N, prendiamo (z7);cs che realizzano I'ottimo (siamo su un compatto). Sia inoltre y un vettore
nell’insieme bilanciato dei pesi. Possiamo quindi generare (Z;);cn, dove

i€S

= S
Zi = E Ysz;

SCN

e notare che queste sono soluzioni ammissibili del problema che ci si presenta quando calcoliamo v(N), in quanto

= ieS
= _ s _ s _ _ _
DE =D D usE = D usD A=) ys) wi= ) wi) ys =) we
iEN i€EN SCN SCN €S SCN  ieS ieEN  SCN ieN

Pertanto, usando la concavita delle p;, avremo

€S €S
O(NY 2> @) =3 i | D wszd | =D 0D wsmi(zf) =D ws > pi(z7) = ysv(S)
i i SCN i SCN SCN €S SCN

Ma allora, per teorema [I9] il gioco ¢ sempre bilanciato e il nucleo non & mai vuoto.
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Definizione 44. Un gioco si dice Convesso se

v(S) +v(T) <v(SUT)+v(SNT) VS, T.

Lemma 34. Il gioco (N,v) é convesso se e solo se
(T U{i}) —o(T) <v(SU{i}) —v(S) VI CS, Vigs
Lemma 35. Se (N,v) é convesso, allora il vettore & € R™ definito come
1 =v({1}), z2=v({1,2})—v({1}), ..., z,=v(N)—-v({1,2,...,n—1})
appartiene al nucleo.

Notiamo che questa proprieta é invariante dall’ordine dei giocatori, dunque per ogni permutazione w € S,
avremo che i vettori ™ definiti come

of =v({r(1)}), 23 =ov({r(1),7(2)}) —v({x(D)}), ..., g =v(N)—ov({r(1),7(2),...,7(n —1)})

appartengono al nucleo. In realta, si dimostra che il nucleo é esattamente I'inviluppo convesso di tutti questi
punti (chiamato Weber set).

24-5-18

25 Eccesso

Parliamo di suddivisione in coalizioni per giochi cooperativi. Ricordiamo che un gioco in questo caso &€ composto
da un insieme di giocatori IV di cardinalita n e di una funzione v che associa ad ogni coalizione un valore, dove
una coalizione ¢ un qualsiasi sottoinsieme di N. Per convenzione, v(0)) = 0. Ricordiamo inoltre

Definizione 45. Una Imputazione relativa al gioco G = (N,v) é un vettore x € R™ per cui
x; > v({i}) Vi, z(N) =v(N).

Indichiamo questo insieme con X (N,v) o semplicemente con X.

Definizione 46. Una Preimputazione relativa al gioco G = (N, v) & un vettore & € R™ per cui

Indichiamo questo insieme con X°(N,v) o con X°.

Notiamo che le imputazioni formano un insieme convesso e compatto, mentre le preimputazioni sono un
iperpiano, quindi convesso non compatto, e X C XV.

Definizione 47. Il Nucleo relativo al gioco G = (N,v) & un sottoinsieme delle imputazioni

C(N,v) :={z e X |2(S)>v(S) VSCN}

Il nostro scopo ¢é di trovare un vettore x del nucleo del gioco, e vorremmo anche trovare il 'migliore’, ossia
quello per cui la differenza x(S) — v(S) sia la maggiore possibile in generale per ogni S. Per questo definiamo
delle funzioni che indichino la bonta degli .
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Definizione 48. L’Eccesso di un vettore x € R™ rispetto al gioco G = (N,v) e ad un sottoinsieme
S C N ¢ dato da
e(S,xz) :=v(S) — z(9)

e possiamo raccogliere tutti gli eccessi in una funzione 6 : R — R?"
0((13) = (e(Slv ZE), e(S27 113), s 76(52"7w))

dove gli S; sono tutti i sottoinsiemi di N ordinati secondo e(Sy,x) > e(Sa,x) > -+ > e(San, x).

Notiamo che 6;(z) > 0, poiché e(f), ) = 0 per ogni z, e x € X" se e solo se e(N,x) = 0. Si pud inoltre
ridefinire il nucleo come
C(N,v)={x e R": 61(x) =0=e(N,x)}.

Un eccesso positivo ¢ qualcosa che vorremmo evitare, quindi cercheremo di minimizzare il massimo degli eccessi.
In realta faremo di pit, ossia ordinare gli @ € R™ in ordine lessicografico, e minimizzare. I minimi, a priori,
possono essere pitt di uno, dunque definiamo

Definizione 49. Dato K C R", il Nucleolo rispetto a K A (N,v; K) (o semplicemente A (K)) &
l’insieme dei minimi lessicografici di 6 in K.

In generale, quando si dice Nucleolo si intende il nucleolo rispetto alle imputazioni X (A =
N (X)), mentre il Prenucleolo ¢é il nucleolo rispetto alle preimputazioni X° (PN = A (X")).

L’ordine lessicografico non ¢ continuo su R™ rispetto alla topologia euclidea, poiché {y : y < &} non ¢ chiuso.
Per esempio, su R?, la successione di punti x; = (—1/k,0) converge a = (0,0), ma y = (0, —1) ha la proprieta
Ty <yperognik, ey <.

Dato che le imputazioni sono in particolare preimputazioni, allora un’imputazione che sta nel prenucleolo,
sta pure nel nucleolo, perché é minimo tra tutte le preimputazioni. In generale, perd, puo succedere che nucleolo
e prenucleolo siano disgiunti.

Esempio
» Prendiamo un gioco a 3 giocatori, con

o8) = {0 §=0,{1),(2), 3)

1 altrimenti

In questo caso, il nucleo & vuoto, poiché non esiste un vettore in R3 a componenti positive e somma 1, in
cui le somme a 2 a 2 selle componenti sia maggiore di 1. X° & composto dai vettori in R? a somma 1. Si
dimostra che il prenucleolo é composto solo da & = (1/3,1/3,1/3), poiché

0(1:) = (1/3a 1/37 1/3707 0, _1/Sa _1/Sa _1/3)a 6({17 2},13) + 6({2, B}a :E) + 6({1, 3}7 :13) =3-2=1

dunque se esiste un minimo, tutti e tre gli eccessi devono avere valore 1/3, e questo porta ad avere
esattamente x. Notiamo che & é anche una imputazione, pertanto anche il nucleo consiste solo di x.

Esercizio 11. Prendiamo un gioco a 8 giocatori, con

o(S) = {1 S ={1,2}

0 altrimenti

Dimostrare che X, A" sono composti solo da = (0,0,0), mentre AN = {(1/4,1/4,—-1/2)}.

Chiamiamo Z, le k-uple di sottoinsiemi distinti di N. Ricordando che ;(x) & la k esima componente del
vettore, possiamo dimostrare che

Lemma 36.

Or(x) = {SI}]}?{% min{e(S1, ), e(S2,x),...,e(Sk, x)}
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Dimostrazione. Sia6(z) = (e(S;,z)) dove gli S; sono ordinati secondo il loro eccesso. Sia inoltre { Ry, R, ..., Ry}

la k-upla di sottoinsiemi che soddisfa il massimo su & di min{e(S1, z), e(S2, ), ...,e(Sk, )}, ordinati in modo
che e(Ry,x) > --- > e(Ry,x). Dato che gli R; soddisfano il massimo, devono superare anche {S1,Sa,..., Sk},
da cui

e(Ri,x) = {Sr%;é)‘(@k min{e(Sy, ), e(S2, ), ...,e(Sk, )} > min{S1,Ss,..., Sk} = e(Sk, x).

Poniamo per assurdo che e(Ry, ) > e(Sk, ). Allora esiste un j < k per cui Ry = S, ma allora esiste un R;
con Ry =5,,p>k>j,dacui

e(Ri,z) = e(Sp, z) < e(Sk,x) < e(gj,a}) =e(Ry,x) < e(Ri,x) = e(Sk,x) = e(Ry, )
assurdo. O

Notiamo che, in funzione di , la funzione e(S,x) & affine, e pertanto continua. Grazie a questo lemma,
sappiamo che 0 (x) & massimo di minimo, entrambi su finiti elementi, di funzioni continue, e dunque anche
Or(x) ¢ continua. Terminiamo dimostrando due teoremi che c¢i danno condizioni su i nucleoli.

Teorema 21. Se K CR"™ ¢é un compatto non vuoto, allora A (K) & non vuoto e compatto.
Dimostrazione. Creiamo la sequenza di spazi X;, dove Xg = X, e
Xpt1 1= argyneli)%{ek+l(y)} V0 < k<27
Dato che 6, (x) & continua, e Xy & compatto e non vuoto, allora anche X; sara compatto e non vuoto per

Weierstrass. Induttivamente, tutti gli X; sono compatti e non vuoti, e in particolare Xon, 'ultimo insieme
generato, corrisponde con 'insieme dei minimi rispetto all’ordine lessicografico per costruzione. O

Teorema 22. Se K CR" chiuso e non vuoto in un iperpiano, A (K) é non vuoto e compatto.

Dimostrazione. Dato che K ¢ contenuto in un iperpiano, allora esiste ¢ € R per cui x € Kk = x(N) = c.
Prendiamo y € K, e denotiamo

M=0(y),  w=min@({i}) - M, v=c—p(n-1)
Se z € K e z <y, allora avremo che

01(2)<01(y) =M = v({i}) — 2 <01(2) <M = 2z > miin(v({i})) —-M=upu Vi,

Z(N):c:>Zi:c—szgc—,u(n—l):V Vi.

J#i
Dunque tutti i minimi in K devono stare in K’ = K N [u, ], che & un compatto non vuoto, in quanto contiene
y. Usando il precedente teorema, otteniamo che A4 (K) = A (K') & compatto e non vuoto. O

Facili corollari sono che se X non & vuoto, allora .4 ¢ non vuoto e compatto. Inoltre &4 & sempre non
vuoto e compatto. In realta vale anche un altro teorema molto potente:

Teorema 23. Dato K convesso, A (K) & composto da al massimo un punto. (senza dimo)

Dunque se X non ¢é vuoto, .4 & un punto, mentre .4 & sempre un punto.

25-5-18

Se il nucleo é non vuoto, allora X é non vuoto. Inoltre possiamo dimostrare che il nucleolo e il prenucleolo
coincidono e appartengono al nucleo. Ricordiamo che nucleolo e prenucleolo sono al massimo un punto.

Teorema 24. Se il nucleo é non vuoto, allora PN = .4 € C(N,v)

Dimostrazione. sia x* il prenucleolo (che sappiamo essere sempre un punto), e & € C(n,v). Avremo 6y (x) < 0,
ma x ¢ una preimputazione, dunque 6y (x*) < 6;(x) < 0, e in generale #(x*) < 0. Ma allora x* sta nel nucleo
e in particolare ¢ un’imputazione. Da cui A4 = A4 € C(N,v). O

Le seguenti proprieta di A (K), A4 e &4 sono di facile dimostrazione:
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e Covarianza rispetto a K: se a € R,b € R", allora A (N,v;aK +b) =a(N,v; K)+ b

e Covarianza rispetto a v: se a € R;b € R", allora A (N, av 4+ b) = a/(N,v) + b, dove (av + b)(S) =
av(s) + b(S)

e Poniamo v sia simmetrica rispetto a ¢, j, ossia
(T U{i}) =v(T U{j}) VT :i,5 € T.
Allora N ; = PN ;. Lo stesso vale per 4 se & non vuoto.

e Se i & un giocatore nullo, ossia
(T U{i}) =v(T) VT,

allora Z.A4"; = 0. Lo stesso vale per .4 se é non vuoto.

In generale, non vale I'additivita rispetto alle funzioni v, ossia

N (N,v+79)# AN (N,v)+ A (N,v) PN (N,v+70)# PN (N,v)+ PN (N,D)

Esempio
» Presi gli ultimi due giochi esempio,

U(S):{O S =0,{1},{2}, {3} 5(5):{1 S = {1,2}

1 altrimenti 0 altrimenti

allora A (N,v) + A (N,0) = (1/3,1/3,1/3), AN (N,v) + PN (N,0) = (7/12,7/12,—1/6). Ma se
w = v + v, allora
0 S=0,{1},{2},{3}
v(S)=¢2 S={1,2}
1 altrimenti

Le imputazioni sono il simplesso dei vettori di probabilita, e A4 = (1/2,1/2,0) per simmetria rispetto a
1,2 e poiché 6 (x) = 2 — 1 — x2. Il prenucleolo viene fuori (2/3,2/3,—1/3).

26 Shapley

Chiamiamo V l'insieme delle funzioni v : #Z(N) — R t.c. v()) = 0. Cerchiamo ora una funzione f : V. — R"
per cui

1. Razionalita collettiva: > f;(v) = v(IN) per ogni v, ossia tutti i giocatori si ripartiscono il valore totale
2. Simmetria: Se due giocatori 4, j sono simmetrici per v, allora f;(v) = f;(v)
3. Nullo: Se un giocatore i ¢ nullo per v, allora f;(v) =0
4. Additivita: f(v+0) = f(v) + f(9)
Nucleolo e prenucleolo hanno le prime tre proprietd ma non la quarta.
Teorema 25. Esiste un’unica funzione f che soddisfi 1-4. (senza dimostrazione)
Sappiamo di questa funzione Sh che
Shifv) = 3" w(Pi(m) U {i}) — o(P(m))
TESR
dove Pi(m) = {j € N : n(j) < 7(i)}. Equivalentemente,

sy = Y RO IS gy — ()

n!
SCN-—{i}
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Questo & chiamato Valore di Shapley.

Possiamo osservare che vale ancora
Sh(av +b) = a- Sh(v) + b.
La funzione Sh soddisfa anche la proprieta
5 Monotonia dei contributi marginali:
v(SU{i}) —v(S) > o(SU{i}) — 9(9) VS = Sh;(v) > Sh;(0).
Questa implica, in particolare, che
6 Marginalita:

v(SU{i}) —v(S) = 5(SU{i}) —9(S) VS = Shi(v) = Shy(%)

In realta Sh é I'unica funzione che soddisfa 1,2,4,6, poiché queste implicano 3.
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